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向 量 儿 何 的 魅力 
一 追忆 著名 教授 陈 昌 平 的 向 量 情结 


200062 华东 师范 大 学 数学 系 邹 一 心 忻 重 义 何 福 异 


原 全 国 中 小 学 教材 审定 委员 会 审定 委员 、 
中 小 学 数学 学 科 审 查 委员 、 上 海 市 一 期 课 改 数 
学 教材 主编 陈 昌 平 教授 生前 曾 有 一 封 书 信 , 写 
给 当时 参加 编写 向 量 与 立体 几何 的 有 关 同 志 ， 
言 简 意 赎 地 刻画 了 向 量 几何 的 魅力 , 并 在 信 中 
亲自 用 坐标 向 量 方法 解答 了 有 关 高 考题 . 

现 将 历史 镜头 退回 到 1995 年 .当时 的 课 
程 改 革 , 在 一 般 人 的 心目 中 , 大 多 专心 聚焦 在 
几 千 年 古老 的 平面 几何 的 改革 上 , 而 对 于 三 大 
能 力 中 的 空间 想象 力 的 培养 , 则 认为 只 有 综合 
立体 几何 才能 担 此 重任 , 售 此 别 无 他 法 . 于 是 
顺理成章 地 认为 , 只 需 在 立体 几何 原 有 课本 的 
基础 上 “ 修 修补 补 、 填 平 补 缺 ”， 而 不 必 ' 伤 筋 动 
骨 ”, 至 于 向 量 的 教学 , 则 认为 应 该 是 大 学 的 事 . 

虽然 现在 高 中 已 普及 向 量 , 但 十 年 前 向 量 
却 还 披 着 神秘 的 面纱 . 然而 , 陈 先生 借鉴 发 达 
国家 的 有 益 经 验 , 具有 开拓 创新 的 现代 超前 意 
识 , 极力 呼吁 向 量 几何 能 正式 进入 教材 . 今 将 
从 未 公开 发 表 过 的 该 信和 原件 刊登 如 下 : 

今天 , 我 把 《数学 教学 》 杂 志 上 所 见 到 的 
1991 至 1994 年 四 年 间 高 考 全 国 统一 卷 和 上 海 
卷 上 的 立体 几何 题目 共和 八道 , 全 部 用 坐标 向 量 
方法 解 出 来 了 . 目的 是 想 说 明 : 

尽管 坐标 向 量 几何 方法 主要 是 建立 在 计算 
上 , 计算 工作 比较 多 , 但 由 所 做 的 可 见 , 也 不 比 
综合 几何 法 的 计算 繁 得 多 少 . 但 这 不 是 主要 的 . 
按理 说 , 一 般 用 综合 法 计算 量 要 少 些 . 我 想 要 
着 重 说 明 的 是 以 下 两 点 : 

(1) 坐标 向 量 法 节省 思维 一 是 通 性 通 法 ， 
方法 是 现成 的 、 规 范 的 , 用 不 着 临时 挖空心思 
去 找 各 种 关系 ， 一般 地 , 建立 了 坐标 系 便 可 着 





手 计 算 . 由 计算 结果 得 出 几何 结论 (这 就 是 “ 算 
法 数学 ”的 优点 ). 

(2) 最 为 重要 的 是 : 综合 立体 几何 的 方法 是 
强 始 之 未 . 它 到 顶 了 , 再 没有 发 展 前 途 了 , 学 到 
此 为 止 了 (和 综合 平面 几何 性 质 是 不 一 样 的 )， 
学 完了 也 就 完了 . 相反 , 坐标 向 量 法 是 初生 之 
特 , 是 一 种 新 方法 的 起 点 ,以 后 在 大 学 数学 中 
或 数学 应 用 中 都 是 用 这 一 套 方法 . 

鉴于 以 上 想法 , 我 展 切 期 望 您 们 能 照 我 的 
意见 , 在 选修 课 里 讲 “ 坐 标 向 量 几 何 ”, 不 要 再 
拿 综合 法 去 使 学 生 犯 难 了 . 让 他 们 学 点 有 生命 
力 的 生动 活 小 点 的 东西 . 

当 否 , 请 酌 . 

陈 昌 平 
1995.8.6. 

重 温 上 述 信 件 , 琢磨 陈 先 生 的 原意 , 我 们 
能 否 作 如 下 依 样 画 款 的 理解 : 向 量 几何 的 魅力 
主要 来 自如 下 三 个 方面 : 

1. 魅力 来 自 坐 标 一 一 向 量 的 算法 性 

由 于 建立 了 直角 坐标 系 ， 使 得 “点 ”与 “向 
量 " 即 “数组 "对 应 , 使 几何 中 的 “点 ”参与 代数 运 
算 , 于 是 , 几何 问题 代数 化 , 减少 了 空间 几何 的 

2. 魅力 来 自 方法 -一 广泛 的 应 用 性 

学 习 综合 几何 的 推理 论证 , 主要 宜 在 初中 
学 习 平 面 几何 中 完成 , 而 在 高 中 开始 直至 今后 
读 大 学 , 应 重视 学 习 另 一 种 新 的 数学 思想 方法 
-一 向 量 方 法 一 在 数学 应 用 中 更 广泛 的 一 种 
方法 . 

3. 魅力 来 自 模式 一 一 思维 的 规范 性 

向 量 几 何 中 有 现成 的 夹 角 公 式 、 距 离 公式 、 
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法 向 量 的 计算 公式 ，……: , 往往 能 避免 应 用 诸 
如 三 垂 线 定理 ， 避免 构 作 辅助 面 ， CP ) 掌握 
解 题 的 通 性 通 法 . 


为 了 具体 说 明 向 量 几 何 的 魅力 , 陈 先生 不 
惜 精力 , 亲自 示范 做 了 上 海 市 8 道 高 考题 .其 
中 1994 年 高 考 上 海 卷 第 23 题 是 : 

如 图 1, AD//BOC,， 2Z4BC= 了 ， AB = a, 


AD = 3a, LADC = arcsin PAl 平 面 
ABCD, PA= a. 


(1) 求 二 面 角 已 - CD - 4; 
(2) 点 4 到 平面 PBC 的 距离 . 





现 用 陈 先生 当时 使 用 的 原 式 原样 的 符号 语 
言及 图 象 语言 的 草稿 原件 , 一 字 未 改 地 将 他 当 
时 的 解答 全 文 照抄 如 下 : 

【 解 】(1) sin a = 








tan oa 2 V5 
e V20 
取 坐 标 如 图 1, 则 易于 计算 得 BC = a. 
一 一 一 一 
于 是 PC = (a,a,—a), PD = (0,3a, —a). 
k 


1 
~, € = 2a. 
2 


op = PC x PD = a a -a 





= (2a2,a2,3a72) = a’(2, 1, 3). 
2 1 和 
Npop = a 1,3), Npac = (0, 0, 1). 


14 
记 B = 二 人 L(P-CD-A), 则 
cos 0 = a 三 3V14 
V14 14 ” 
3V14 





5 
b= arccos = arctan 2 . 
14 3 


(2) 4 到 PBO 的 距离 . 
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Ts =PB x PC=(a, 0, —a) x (a, a, —a) 
7 天 
0 一 Q 
a 


—Q 


二 (a2, 0, a*) = a2(1， 0, 1), 








1 
PBC 一 a 0， 1). 


所 求 距离 一 4 万 在 序 。 上 的 投影 
1 2 
= (6,0,0) .万 (0,1) = 2 


在 陈 先生 的 大 声 疾 呼 下 , 在 全 国 范 围 内 , 在 
上 海 一 期 课 改 的 教材 中 , 首次 出 现 向 量 的 内 容 . 
该 内 容 虽 已 从 无 到 有 , 但 仅 有 数量 积 而 无 向 量 
避 .后 陈 先 生 虽 又 精心 主编 了 《高 中 数学 选修 
读本 》( 上 、 下 册 ), 其 中 已 有 用 行列 式 形式 表示 
的 法 向 量 , 但 《选修 读本 》 纯 属 民 间 教 辅 读物 . 
然而 ,时 至 今日 , 全 国 各 套数 学 教材 中 ,数量 
职 、 法 向 量 等 概念 已 一 应 俱全 , 从 而 朝 着 空间 
向 量 与 立体 几何 教学 融 为 一 体 的 方向 前 进 了 
一 大 步 . 

上 海中 学 数学 教材 改革 , 在 十 多 年 前 早已 
启动 , 且 二 期 课 改 教材 的 编写 在 一 期 的 基础 上 ， 
承前启后 地 进行 ， 当年 陈 先生 的 设想 及 追求 ， 
现在 已 正式 进入 了 教材 . 在 编写 向 量 几何 问题 
上 也 算 心 想 事 成 , 贺 了 陈 先生 一 梦 . 

由 于 我 们 跟随 陈 先生 整整 十 年 参加 上 海 一 
期 课 改 数学 教材 的 编写 , 在 长 期 接触 中 , 深 感 
陈 先生 为 人 正直 , 治学 严谨 、 创 新 , 这 些 都 是 我 
们 晚辈 学 习 的 楷模 , 为 此 专 作 本 文 , 以 此 告慰 
九泉 . 
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新 课 标 与 几何 作 图 


225008 江苏 省 扬州 新 东方 中 学 辟 桐 江苏 省 扬州 市 梅 岭 中 学 王 力 赫 


江苏 省 扬州 市 第 一 中 学 


义务 教育 数学 课程 标准 的 图 形 与 变换 部 分 
加 入 了 和 平移、 对称 、 旋 转 这 些 变换 工具 . 一 方 
面 回 避 了 “全 等 形 "的 路 线 , 叙述 简洁 , 又 与 实际 
联系 ; 男 一 方面 又 根据 克 莱 英 的 分 类 原则 , 突 
出 了 初等 几何 的 本 质 . 尽管 后 面 还 要 介绍 全 等 
形 的 理论 , 但 仍然 从 平移 、 对 称 、 旋 转 出 发 . 

从 教学 的 角度 看 , 用 新 的 观点 去 处 理 几何 
问题 , 本 质 上 是 个 提高 . 事实 上 很 多 证 明 题 , 恰 
恰 是 过 去 学 生 不 会 去 思考 的 , 尤其 是 一 些 鞠 赛 
问题 , 常常 从 旋转 出 发 , 现在 学 生 头脑 里 单纯 
了 , 反而 容易 思考 . 平面 几何 的 证 明 题 如 此 , 作 
图 题 也 如 此 . 

例 1 已 知 4B、CD 两 条 线段 , 不 许 延 长 ， 
作出 4B 与 CD 相交 所 成 角 的 平分 线 . 

分 析 : 本 题 有 个 限制 条 件 :不 许 延长 . 我 们 
可 以 考虑 用 平移 的 办 法 . 

作法 : 平移 4B、CD (如 图 2), 要 求 4B 与 
OB、CD 与 OF 的 距离 相等 , 作 人 和 EBOF 的 平 


分 线 即 为 所 求 . 
0 
9 ‘ i 
CT 
图 1 图 2 


例 2 已 知 两 平行 线 a、b 和 不 在 它们 上 面 
的 一 点 4, 试 过 4 点 作 一 直线 , 使 它 被 4、5 鹤 
得 的 线段 长 为 ! 

分 析 : 可 以 先 放弃 “过 点 少 的 条 件 . 

作法 : 如 图 3, 在 直线 5 上 取 点 B, 以 为 
圆心 , 1 为 半径 作 弧 交 4 于 C、D, 再 将 BD (或 
BC) 平 移 到 4 处 . 








内 其 
D C M 
2 7 a 
7 到 A 
B N b 





图 3 

例 3 在 已 知 角 人 和 MON 内 一 点 PP (如 图 
4), 在 OM、ON 上 各 求 一 点 号 、 忆 ,使 得 
人 PPi 忆 的 周 长 最 短 . 

分 析 : 要 取 对 称 点 , 把 周 长 转 化 为 线段 长 . 

作法 : 取 书 点 关于 OUM 的 对 称 点 4, 尸 点 
关于 ON 的 对 称 点 B, 连 AB, 设 交 OM、ON 
于 有 呈 、 忆 即 为 所 求 . 





图 4 

注 : 本 文中 略 去 讨论 , 着 重 “ 做 数学 ”. 

例 4 已 知 交 于 点 0 的 三 条 直线 OX、OY、 
O2Z 及 线 外 一 点 P. 求 作 A4BC, 使 OX、OY、 
O02 恰好 为 人 ABC 的 三 个 内 和 角 的 平分 线 ， 且 
AB 过 P 忆 点 . 

分 析 : 充分 利用 轴 对 称 的 性 质 . 





作法 : 取 忆 点 关于 OX 的 对 称 点 且 (如 图 
5), 再 取 点 吧 关 于 O02 的 对 称 点 已 , 再 取 点 已 
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关于 OY 的 对 称 点 己 , 连结 已 户 交 OX 于 4 
交 OY 于 B, 连结 4P 交 O02 于 C0C. 人 ABO 为 
所 求 . 

例 5 已 知 三 条 互相 平行 的 直线 a、b、& ， 
试 作 等 边 三 角形 , 使 其 三 顶点 分 别 在 a、b、c 
正 ; 


分 析 : 如 果 A4BC 已 经 作出 , 如 图 6 作 
AD Lb, 交 b 于 DD 点 . 

当 我 们 将 人 4BC 绕 A 点 顺 时 针 旋 转 60° 
时 ，RtA4DPB 跟 着 旋转 到 A4D'C 处 , 因此 ， 
可 以 确定 点 C. 

作法 : 在 直线 4 上 取 点 4, 作 4D 1 b, DD 为 
垂 足 , 再 作 4D' = 4D, 有 是 LDAD' = 60°, 过 
点 D' 作 D'C 上 AD', 交 直 线 c 于 点 C, 则 AC 
为 正三 角形 的 边 长 . 以 4C 为 半径 、4 点 为 圆 
心 画 弧 , 交 直 线 b 于 点 B, A4BC 即 为 所 求 . 

当然 4D’ 可 以 在 AD 的 右 侧 , 也 可 以 在 
AD 的 左 侧 , 确定 了 4 点 就 有 两 解 ， 


An 





/ 





P’ 











B C 
图 6 图 7 

例 6 已 知 定点 书 到 正 A4BC 三 顶点 的 
距离 分 别 为 4.5、6, 求 作 正人 4BC. 

分 析 : 本 题 的 含义 就 是 要 从 PA = 4, PB 
二 5, PC = 6, 求 出 正人 4BC 的 边 长 . 不 妨 设 
正信 4BC 已 经 作出 , 如 图 7, 将 A4PC 绕 4 点 
顺 时 针 旋 转 60。 到 和 俯 4P'B 处 , 连 PP, 易 知 
和信 4AP'P 为 正三 角形 , 而 P'B = 6, P'P = 4, 
于 是 得 到 作法 . 


和 TTT 


(上 接 第 8-46 页 ) 
我 是 唯一 来 自 大 陆 的 演讲 者 . 由 于 视角 不 
同 , 演讲 的 内 容 也 比较 特别 . 我 首先 简单 地 介 
绍 了 今年 在 课程 标准 上 出 现 的 论战 . 然后 重点 
谈 “ 数 学 教学 中 如 何 呈 现 数学 本 质 ”. 演讲 用 16 
个 例子 说 明 怎样 做 可 以 呈现 数学 本 质 , 如 何 做 
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作法 : 作 以 4、5、6 为 边 的 人 BP'P (其 中 
P'P = 4, PB = 5, P'B = 6), 在 形 外 作 正 
和信 P'PA, 连 AB, 则 4B 为 正三 角形 的 边 长 , 再 
以 AB 为 边 作出 正人 4BOC (使 点 P 在 人 ABC 
内 部 ). 

例 7 已 知 ZMON 内 有 一 定点 P, 试 在 
OM、ON 上 分 别 找 一 点 4 和 B, 使 人 4APB 
为 等 腰 直 角 三 角形 (要 求 PA = PB, PA 1 
PB). 

分 析 : 如 果 等 采 Rt 人 4PB 已 作出 , 作 PC 
1 OB. 若 将 PB 顺 时 针 旋 转 90°? 时 , PB 就 到 
了 PA 处 , 此 时 Rt 人 PCB 就 到 了 人 和 人 PDA 处. 
因此 得 到 作法 . 

作法 : 如 图 8, 作 PC 上 ON，C 为 垂 足 , 作 
PD1LPC 目 PD = PC, 再 过 万 作 ON 的 垂 
线 交 OM 于 4 点 , 再 作 PB 1 P4, B 在 ON 
上 , 则 Rt 人 PAB 即 为 所 求 . 








图 8 图 9 

注 : 如 图 9， 也 可 以 在 PC 的 另 一 侧 取 
PD’= PO, 有 是 PD' 1 PO, 过 D' 作 D'A’L 
ON, 4' 在 OM 上 , 确定 P4' 后 , 也 可 以 作出 等 
采 Rt 人 4'B'P. 

有 关 旋 转 的 作 图 问题 , 其 本 质 是 “整个 图 形 
绕 旋 转 中 心 旋转 ”. 因此 可 以 采用 透明 纸 , 固定 
旋转 中 心 , 作出 图 形 . 

这 些 方 法 , 对 于 只 学 旧 教 材 的 人 来 说 , 是 
不 容易 想到 的 . 我 们 应 认真 学 习 新 课 标 的 几何 
结构 , 努力 提高 新 课 标 教学 的 “数学 性 ”. 





和 TANNA~N 


则 淹没 了 数学 本 质 . 我 还 着 重 对 近年 来 过 度 追 
求 表 面 热闹 , 而 忽视 数学 本 质 的 倾向 进行 了 评 
述 . 原 以 为 这 种 观点 在 香港 也 许 不 大 容易 接受 ， 
结果 却 得 到 相当 的 重视 , 至 少 是 一 种 不 大 听 到 
的 “新 ”的 声音 . 

9 日 搭 快 船 去 澳门 , 结束 了 香港 行 . 
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立体 几何 例 、 习 题 的 改造 


710003 陕西 省 西安 中 学 薛 党 鹏 


在 长 期 的 教学 实践 中 , 笔者 发 现 , 如 果 能 
够 对 于 部 分 传统 的 数学 问题 子 以 适当 的 改造 ， 
则 往往 可 以 极 大 地 调动 学 生 解 决 问题 以 及 学 
习 数 学 的 兴趣 . 现 以 立体 几何 中 部 分 例 、 习 题 
的 改编 为 例 , 做 一 简要 介绍 . 

一 、 封闭 性 问题 的 开放 性 改造 

以 问题 状态 (条 件 、 过 程 、 结 论 ) 的 明确 度 
为 依据 , 我 们 可 以 将 数学 问题 分 为 封闭 性 问题 
和 开放 性 问题 种. 我 们 平时 所 见 到 的 例 、 习 题 
大 都 属于 封闭 性 问题 . 而 开放 性 问题 则 对 于 发 
展 学 生 个 性 , 优化 学 生 思 维 品质 , 特别 是 训练 
学 生 的 发 散 性 思维 、 创 造 性 思维 有 着 重要 的 意 
义 . 对 于 封闭 性 问题 , 如 果 我 们 在 认 清 题目 实 
质 的 情况 之 下 , 对 于 问题 的 条 件 、 结 论 或 者 过 
程 子 以 适当 地 修改 , 则 可 以 使 其 具有 一 定 的 开 
放 性 . 

题 1-1 如 图 1, 四 面体 4BCD 中 , BEB、 下 、 
G、 互 分 别 为 楼 A4B、CD、BC、AD 的 中 点 ， 
求证 : 面 BHFG 将 四 面体 ABCD 均 分 为 体积 
相等 的 两 个 部 分 . 





图 1 
如 果 认 识 到 经 过 FF 且 平 分 四 面体 体积 的 
平面 具有 多 样 性 , 那么 就 可 以 将 此 题 改 编 为 下 
述 的 开放 性 问题 , 以 使 得 每 位 学 生 都 能 够 得 到 
较 大 可 能 的 发 展 . 
题 1-2 如 图 2, 四 面体 4BCD 的 楼 4 已 、 
CD 的 中 点 分 别 为 、, 经 过 BF 你 能 够 作出 


一 截面 , 使 得 该 截面 将 此 四 面体 分 为 两 个 等 体 
积 的 部 分 吗 ? 
A 
, a 
B D EA、 D 
区 小 
CO 人 
图 2 图 3 
笔者 将 题 ]_1 改 编 为 题 1_.2 后 , 在 所 教 班 试 
验 , 结果 100% 的 学 生 找到 了 图 3 中 的 面 BCD、 
面 PP4B; 面 EMFN (MN 分 别 为 BD、AC 
的 中 点 ) 以 及 题 1-1 中 的 面 BPG. 另 有 30% 
的 学 生得 到 了 一 般 性 结论 , 即 下 述 推广 问题 
题 1-3 设 玉 下 为 一 四 面体 的 一 组 对 楼 中 
点 , 则 任意 一 个 经 过 五 严 的 截面 都 将 此 四 面体 
的 体积 二 等 分 . Be 
证 明 : 如 图 4 设 截面 为 BQPP,，3 = 
6 用 8 表示 点 并 到 检 面 BF 的 中 抽风 
Ee 
二 设 和 BCD 的 面积 为 5, 4 到 平面 BCD 
的 距离 为 hh 则 


VY4_PcF = 5?APorh 


1 k 1 
=3 (a | 5) 
k 
50 二 而 “4-3CD， 


一 | 4 日 er 
同 理 得 VF_ 4g pr Vo_ABD, 


1 
Vr_AEP = 40 二 而 "2-42C， 


全 Ey 1 
三 式 相 加 得 Vagpcro = 3 V4BCD: 
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图 4 
题 2-1 将 一 边 长 为 44 的 正方 形 纸 片 按照 
图 5 中 的 虚线 所 示 的 方法 剪 开 后 拼接 为 一 正四 
棱柱 , 设 其 体积 为 全 . 若 将 同样 的 正方 形 纸 片 
按照 图 6 中 虚线 所 示 的 方法 剪 开 后 拼接 为 一 正 
四 棱锥 , 设 其 体积 为 从. 试 比较 页 和 了 从 的 大 


小 . 








\ 
1 \ 
1 AN ’ 


1 1 1 
br le 
1 





图 5 图 6 

此 题 将 几何 体 的 拼接 方法 予以 了 限制 , 从 
而 也 就 限制 了 学 生 的 思维 , 错过 了 一 次 培养 学 
生 创 新 意识 和 实践 能 力 的 机 会 . 如 果 我 们 对 于 
正方 形 的 裁剪 方法 不 加 限制 , 而 任 由 学 生 去 设 
计 , 则 可 以 将 原 问题 改造 为 下 述 题目 . 

题 2-2 甲 、 乙 是 两 个 边 长 都 为 44 的 正方 
形 纸 片 . 现在 要 将 甲 裁剪 后 拼接 为 一 底面 边 长 
为 24 的 正四 楼 柱 , 将 乙 裁剪 后 拼接 为 一 底面 边 
长 为 2 的 正四 楼 锥 , 使 得 它们 的 表面 积 都 等 于 
一 个 正方 形 的 面积 (不计 拼接 误差 ). 

(1) 将 你 的 裁剪 方法 用 虚线 标 在 图 中 , 并 做 
简要 的 剪 拼 说 明 ; 

(2) 试 比较 你 所 拼接 的 正四 棱柱 与 正四 楼 
锥 的 体积 大 小 , 并 证 明 你 的 结论 . 















本 


生生 人 下 


村 


图 7 图 8 
限制 条 件 的 适度 放宽 , 使 得 问题 存在 多 种 
答案 , 具有 了 一 定 的 开放 性 ,从 而 充分 调动 了 
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学 生 的 思维 积极 性 ,得 到 了 许多 种 裁剪 方法 ， 
如 图 7"、 图 8 等 所 示 的 正四 棱柱 裁剪 方法 ,图 
9~ 图 11 等 所 示 的 正四 棱锥 裁剪 方法 . 





图 11 

当然 , 对 于 此 题 我 们 也 可 以 去 掉 正 四 楼 柱 、 
正四 棱锥 的 底面 边 长 的 限制 , 将 题目 改编 为 自 
由 度 更 大 的 开放 性 问题 . 

二 、 常规 型 问题 的 探索 性 改造 

以 问题 解决 者 的 知识 经 验 为 依据 , 我 们 可 
以 将 数学 问题 分 为 常规 性 问题 与 探索 性 问题 
机 . 我们 平时 所 见 到 的 例 、 习 题 大 都 是 常规 性 
问题 ， 而 探索 性 问题 对 于 培养 学 生 的 探究 能 
力 , 激发 学 生 的 学 习 兴 趣 与 主动 性 有 着 常规 性 
问题 不 可 比拟 的 作用 .改变 常规 性 问题 的 条 
件 、 结 论 或 者 设 问 方式 , 就 可 以 将 常规 性 问题 
改编 为 探索 性 问题 . 

题 3-1 如 图 12, 在 正四 楼 锥 S$ 一 ABCD 中 ， 
设 、N、G 分 别 是 BC、CD、SC 的 中 点 , 设 
忆 点 为 线段 NG 上 任意 一 点 , 求证 : PE | AC. 








图 12 
考虑 到 已 点 在 YG 上 的 任意 性 , 我 们 则 可 
以 逆向 思维 , 运用 轨迹 的 思想 居高临下 地 将 此 
题 改编 为 下 述 具有 一 定 探 索性 的 问题 . 
题 3-2 如 图 13, 在 正四 棱锥 9 一 ABCD 
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中 , 瑟 是 BC 的 中 点 , 卫 点 在 侧面 $3CD 内 及 其 
边界 上 运动 . 那么 当 书 点 在 何 位 置 时 可 以 保证 


PE LAC? 
S 


D C 


Bp 
4 B 


图 13 

当 笔者 将 题 3-2 呈现 给 学 生 时 , 发 现 有 近 
了 的 学 生 依靠 直觉 得 到 了 结论 , 并 对 于 轨迹 的 
纯粹 性 子 以 了 论证 ( 即 在 猜想 得 到 结论 后 , 完 
成 了 题 3-1), 但 是 忽视 了 了 点 轨迹 的 完备 性 
这 表明 这 些 学 生 对 于 轨迹 的 思想 还 没有 完全 
领会 ; 有 一 半 的 学 生 则 运用 严密 的 逆向 思维 得 
到 了 完整 的 问题 解决 

题 41 求证 : 四 面体 的 内 切 球 半径 ” = 
3 ,其 路 和 5 分 别 为 四 面体 的 体积 和 全 面 
各 

立体 几何 的 许多 结论 都 可 以 看 作 平面 几何 
结论 的 推广 , 认识 到 这 点 以 后 , 即 可 将 此 题 改 
编 为 下 述 具有 一 定 的 探究 性 的 类 比 型 题目 . 

是 4-2 关于 三 角形 , 我 们 有 结论: 任何 
角形 都 有 内 切 圆 ,而且 内 切 贺 的 半径 > = 一 
(其 中 , S 和 分别 为 三 角形 的 面积 与 周 长 ) 类 比 
此 结论 , 对 于 四 面体 , 你 有 何 猜想 ?你 能 够 证 明 
或 者 否定 你 的 猜想 吗 ? 

三 、 纯粹 型 问题 的 应 用 性 改造 

以 问题 性 质 的 数学 过 程 抽象、 变换、 应 
用 ) 为 依据 可 以 将 数学 问题 分 为 纯粹 性 问题 和 
应 用 性 问题 目 ， 我 们 平时 所 见 到 的 例 、 习 是 
大 都 是 纯粹 性 问题 . 而 应 用 性 问题 对 于 培养 学 
生 的 数学 建 模 能 力 、 分 析 问 题 与 解决 问题 的 能 
力 都 有 着 不 可 替代 的 作用 . 对 于 一 些 纯粹 性 问 
题 , 如 果 能 够 结合 具体 的 生活 、 生 产 实践 , 赋 
子 其 一 定 的 实际 情景 , 则 可 以 将 其 改编 为 应 用 
性 问题 

题 5-1 与 几何 体 的 每 一 条 楼 都 相 切 的 球 称 
为 该 几何 体 的 楼 切 球 , 试 求 楼 长 为 4 的 正方 体 
的 楼 切 球 与 外 接 球 的 表面 积 之 比 
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认 清 四 面体 的 楼 切 际 、 外 接 球 与 四 面体 的 
位 置 关 系 之 后 , 我 们 就 可 以 具体 的 正方 体 模型 
为 载体 , 将 此 题目 改编 为 下 述 有 趣 问 题 . 

题 5-2 用 12 根 长 度 均 为 的 铁 棒 焊 接 为 
一 正方 体 框架 . 知 忽 略 铁 棒 的 粗细 以 及 焊接 误 
差 , 那么 此 框架 能 够 容纳 得 下 的 最 大 球体 与 能 
够 容纳 得 下 此 框架 的 最 小 球体 的 体积 分 别 为 
多 少 ? 

笔者 在 自己 所 带 的 两 个 班 进行 了 对 比试 
验 , 结果 显示 题目 5-2 的 应 用 性 与 趣味 性 , 使 
得 学 生 解 决 问题 时 的 路 径 远 比 题目 5-1 宽 阅 . 

题 6-1 如 图 14 所 示 , 在 三 棱锥 4 一 BCD 
中 , 已 知 4 到 面 BCD 的 距离 为 50V3, 长 为 200 
的 侧 楼 AB 和 BC 所 成 的 角 为 30"， 试 求 侧面 
4BC 与 底面 BCD 所 成 的 角 . 

A 41 A 
,YY 
B C B CO 
图 14 图 15 

如 果 我 们 将 此 三 棱锥 置 于 一 个 更 为 广阔 的 
三 楼 柱 的 背景 之 中 , 如 图 15, 即 可 赋予 其 一 是 
的 实际 意义 , 将 其 改编 为 一 应 用 性 问题 , 以 用 
来 培养 学 生 的 数学 抽象 与 应 用 能 力 . 

题 6-2 一 个 人 沿 着 与 坡 脚 水 平 线 成 30° 角 
的 直道 上 山 , 若 测 得 此 人 行走 了 200 米 后 升 高 
了 50V3 米 , 试 求 此 山坡 的 倾斜 度 . 

作为 本 文 的 结束 , 笔者 必须 指出 , 传统 数 
学 问题 的 改造 其 目的 是 为 了 更 大 地 调动 学 生 
学 习 数 学 的 兴趣 , 为 了 提高 学 生 分 析 问 题 、 解 
决 问题 的 能 力 . 因此 , 哪些 传统 问题 需要 改造 ? 
如 何 改 造 ? 改造 后 如 何 应 用 于 教学 ? 这 些 问题 
的 回答 都 必须 紧密 结合 具体 的 教学 对 象 来 综 
合 考虑 . 否则 的 话 , 传统 问题 的 改造 将 会 适 得 
其 反 地 为 原本 负担 沉重 的 学 生 带 来 新 的 负担 . 
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数学 和 计算 机 信息 科学 


一 《数学 建 模 与 算 
华东 师范 大 学 数学 系 菏 鲁 敏 


200002 


今春 上 海 市 高 中 新 开设 了 课程 《数学 建 模 
与 算法 实现 》, 尝试 通过 案例 教学 的 形式 , 把 提 
高 学 生 数 学 建 模 的 能 力 和 应 用 计算 机 的 能 力 两 
方面 目标 结合 起 来 , 组 织 拓展 型 的 课程 教学 . 

在 数学 教学 中 应 该 重视 数学 知识 的 应 用 ， 
是 新 课程 标准 的 要 求 , 也 已 经 成 为 广大 数学 教 
师 的 共识 . 但 是 会 解 应 用 题 并 不 等 于 会 应 用 数 
学 知识 解决 实际 问题 . 应 该 注意 在 解决 实际 问 
题 的 全 过 程 中 培养 学 生 数 学 建 模 的 能 力 , 其 中 
包括 应 用 题 教学 所 没有 的 “前 期 准备 ”和 “后 期 
处 理 ”. 这 里 的 “前 期 准备 ” 指 的 是 研究 实际 问题 
情景 , 分 析 现 象 和 探索 规律 , 并 提出 数学 问题 
所 必需 的 假设 ; “后 期 处 理 " 指 的 是 数学 建 模 方 
法 要 求 有 数值 的 结果 , 必须 将 数学 模型 的 结果 
与 实际 对 照 , 经 过 实践 的 检验 , 还 包括 必要 时 
编写 程序 并 利用 计算 机 计算 出 结果 . 在 当今 计 
算 机 广泛 普及 和 计算 机 科学 飞速 发 展 的 时 代 ， 
计算 机 的 科学 计算 能 力 为 学 生 应 用 数学 知识 
解决 实际 问题 提供 了 强 有 力 的 工具 , 打开 了 广 
阔 的 天 地 . 但 是 在 学 校 的 教学 中 两 者 之 间 缺 少 
有 机 的 联系 . 开设 《数学 建 模 与 算法 实现 》 对 
数学 和 计算 机 信息 科学 两 方面 知识 的 学 习 及 
整合 作 了 有 意义 的 探索 . 

现 摘登 《数学 建 模 与 算法 实现 》 教材 中 两 
个 简单 的 例子 : 

例 1 十 八 世 纪 中 叶 , 天 文学 家 已 经 发 现 
的 太阳 系 的 行星 及 其 位 置 从 内 到 外 排列 如 下 
表 所 示 : 




















注 : 其 中 也 是 行星 到 大 用 的 中 以 地 球 到 大 
阳 距 离 的 0 作为 单位 1. 
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知识 教学 整合 的 尝试 
法 实现 ) 课程 


法 国 天 文学 家 博 德 分 析 和 观察 上 面 的 数 
据 , 对 照 数 学 中 有 关 的 数学 公式 , 提出 了 太阳 
系 行星 和 太阳 距离 的 推算 公式 , 这 个 公式 后 来 
被 人 称 为 " 博 德 规律 … 现在 的 问题 是 : 我 们 是 
否 也 能 根据 上 表 的 信息 找 出 太阳 系 行星 位 置 
的 分 布 规律 ? 

【分 析 假 设 】 不 过 我 们 要 提示 一 点 , 在 博 
德 那个 年 代 , 太阳 系 中 还 有 许多 行星 尚未 被 发 
现 . 而 正 是 基于 “存在 尚未 被 发 现 的 行星 "的 大 
胆 假设 , 博 德 才 可 能 提出 富有 新 意 的 “ 博 德 规 
律 ". 博 德 观察 数据 后 相信 : 行星 到 太阳 的 距 
离 和 该 行星 到 太阳 远近 的 序列 数 有 关 , 而 这 种 
关系 可 以 用 一 个 简单 的 数列 表示 . 

这 样 , 我 们 可 以 把 模型 的 假设 归结 为 : 

1. 在 已 经 发 现 的 行星 之 间或 外 边 , 太阳 系 
还 存在 尚未 被 发 现 的 行星 ; 

2. 把 太阳 系 行星 按 到 太阳 的 距离 由 近 至 远 
编号 排序 , 则 行星 到 太阳 的 距离 可 以 用 一 个 简 
单 的 数列 表示 . 

这 也 就 是 博 德 模型 的 基本 假设 . 

si ee 

















为 了 便于 思考 我 们 画 出 行星 编号 和 中 
离 妃 的 关系 图 . 

从 图 1 可 以 看 出 , 前 四 颗 行星 的 距离 在 一 
条 “光滑 ”的 曲线 上 , 而 后 面 行星 与 前 面 行星 的 
连 线 却 有 明显 的 波折 , 不 是 这 条 光滑 曲线 的 自 
然 延 伸 . 于 是 我 们 进一步 假设 : 前 四 颗 行星 之 
间 没 有 未 被 发 现 的 行星 . 
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3 4 5 6 编号 
图 1 

我 们 将 试图 找 出 前 四 颗 行 星 离 太阳 的 距离 
和 它们 序号 的 数量 关系 , 即 找 一 个 适当 的 数列 ， 
使 得 数列 中 的 项 恰 与 表 中 的 距离 接近 . 我 们 的 
问题 变 成 : 求 {B%}, 满足 Bi 寺 4 Ba 污 7， 
Bs 过 10, Bs 局 15, B: ~ 52, B, OT 95, 
其 中 < m, 它们 都 是 待 求 的 自然 数 , 分 别 为 
木星 和 土星 的 编号 . 

【模型 求解 】 因为 这 里 要 求 的 数列 只 是 满 
足 一 些 近似 关系 , 这 样 的 数列 有 很 大 的 不 确定 
性 . 我 们 可 以 用 某 些 数列 尝试 求解 . 历史 上 博 
德 提出 的 公式 是 

B, = 3 x 2 ?+4, 

这 里 , n 是 行星 按 离 太阳 的 距离 从 近 到 远 的 编 
号 . 但 是 水 星 例外 , 计算 时 上 述 公 式 右边 的 第 


一 项 取 0. 对 应 的 ! = 6, m = 7. 这 是 一 个 简单 
的 太阳 系 行星 位 置 的 分 布 规律 的 数学 模型 . 

【讨论 验证 】 博 德 公式 的 推算 的 结果 和 实 
际 测量 的 结果 如 下 : 


CO 


水 星 |1| 4( 例 外 ) 
| 


金星 





RE 773 | 396 

表 中 带 * 的 行星 是 博 德 提出 他 的 推算 公式 
以 后 陆续 被 发 现 的 , * 后 的 数字 是 发 现 该 行星 
的 时 间 . 

从 表 中 可 见 , 博 德 公式 推算 的 距离 和 当时 
已 经 发 现 的 行星 距离 是 很 符合 的 . 后 来 在 1781 
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年 , 天 文学 家 威廉 : 赫 吹 尔 发 现 了 天 王 星 , 它 离 
太阳 的 距离 是 192, 符合 博 德 公 式 ， 此 后 天 文 
学 家 曾 因 找 不 到 博 德 公式 中 距离 为 28 的 行星 
而 焦虑 不 安 , 终于 在 1801 年 天 文学 家 在 火星 
和 木星 之 间 发 现 了 第 一 颗 小 行星 , 它 离 太阳 的 
距离 为 27.6, 符合 博 德 公式 的 推测 . 此 后 天 文 
学 家 又 发 现 了 大 量 的 小 行星 , 它们 的 轨道 基本 
介 于 火星 和 木星 之 间 . 但 是 后 来 在 1846 年 发 现 
的 海王 星 和 1930 年 发 现 的 冥王 星 , 实际 距离 和 
博 德 公式 推算 的 距离 有 很 大 的 差距 . 这 说 明博 
德 公式 不 适合 离 太阳 较 远 的 行星 . 

总 之 , 博 德 规律 和 当时 已 经 知道 的 天 文 数 
据 相 当 符 合 , 和 后 来 发 现 的 离 太阳 较 近 的 行星 
的 数据 也 很 相符 . 但 是 对 离 太阳 较 远 的 行星 来 
说 , 博 德 规律 不 再 成 立 . 因此 , 博 德 的 数学 模型 
在 一 定 的 范围 内 是 正确 的 , 而 历史 上 这 个 公式 
也 确实 帮助 科学 家 发 现 了 新 行星 , 应 该 说 , 这 
是 一 个 成 功 的 数学 模型 的 例子 . 

这 个 例子 说 明 , 数学 建 模 是 一 种 创造 性 的 
思维 活动 , 需要 有 一 定 的 数学 知识 , 但 更 需要 
敏锐 的 洞察 力 、 想像 力 和 不 受 陈 规约 束 的 创新 
精神 . 

例 2 【问题 提出 】 《中华 人民 共 和 国 个 人 
所 得 税法 》 规定, 公民 月 工资 、 薪 金 不 超过 800 

















元 的 部 分 不 必 纳 税 , 超过 800 元 的 部 分 为 全 月 
应 纳税 额 . 此 项 税额 按 下 表 累 进 计算 . 


人 月 应 珊 樟 视 ”| 祝 率 | 
和 500 元 部分 | 5% 
起 过 500 元 不 起 过 2000 元 部 从 |10% 
起 过 2000 欧 不 超过 5000 元 部 分 15 多 
超过 5000 元 不 超过 30000 元 部 分 |20% 


超过 20000 元 至 40000 元 半分 |35% 
超过 40000 元 至 60000 元 部 分 “|30% 
超过 60000 元 至 80000 元 部 分 “|35% 
起 过 80000 元 于 100000 元 部分 |40% 
起 过 100000 元 部 分 “|45% 


要 求 建 立 由 工资 、 薪金 总 额 计算 应 缴 税 球 的 数 
学 模型 并 编写 程序 

【分 析 假设 】 以 x 表示 一 个 人 的 工资 、 藉 
金 总 额 , 以 y 记 他 的 应 缴 税 款 . 按 规定 , 他 的 应 
纳税 额 为 x 一 800. 由 累进 计算 纳税 款 的 方法 
可 知 , 一 个 人 的 应 缴 税 款 y 是 他 应 纳税 额 一 
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800 的 一 个 分 段 函数 , 因而 也 可 以 表示 为 x 的 
分 段 函数 为 此 , 我 们 要 分 段 推导 函数 的 表达 
式 . ( 略 ) 

若 以 " 记 相 应 区 间 的 纳税 率 , 分 段 函数 各 
区 间 的 纳税 率 和 左 端点 的 应 纳税 款 数 可 列表 
如 下 : 


口 | 全 月 工资 薪 | 二 ,| 以 该 点 为 下 端点 的 
le 应 纳税 蒜 y (元 ) 区 间 纳 税率 (%) 
| 0 | 0 














人 
no 
| S00 | | 5 | 
| 800 | 605 | 30 | 
ol ao800 | 3675 | 25 | 
| 00800 Ti | 35 | 
| so800 | 21035 | 40 | 
[数学 建 模 】y 可 以 表示 为 的 分 段 函数 
如 下 : 
0， zx<800, 
(x—800)x0.05, 800<z<1300, 
25 十 (zZ 一 1300)x0.10， 1300<xz<2800, 
175 十 (z 一 2800)x0.15， 2800<z 逐 5800， 
天 625 十 (Z 一 5800)X0.20， 5800<z<20800, 
全 ] 3625+(z—20800)x0.25,， 20800<z<40800， 
8625 十 (x 一 40800)x0.30， 40800<z<60800, 
14625+(x—60800)x0.35, 60800<zx<80800, 
21625 十 (z 一 80800)x0.40， ”80800<z 乏 100800， 
29625 十 (Z 一 100800)X0.45，100800<7z. 





【算法 实现 】 以 zz 记 工 资 .薪金 总 额 ,以 
2 中 记 上 述 分 段 函 数 定义 域 的 第 ?个 小 区 间 左 
端点 , 以 y 国 记 当 工资 . 薪金 总 额 zz = zf 时 


数学 教学 -9 


的 应 纳税 款 , 以 7 四 记 该 区 间 的 纳税 率 , x、y、7 
已 在 上 表 中 列 出 当 工 资 .薪金 总 额 ZZ 在 第 ; 
个 小 区 间 上 时 , 即 当 zi < zz < ZL 十 时 , 纳 
税额 V 可 以 统一 用 下 列 公 式 表 示 : 

yy = yi +7li] x (zz — zi]), 

7[i] = 0.05 x i 

由 工资 .薪金 总 额 zz 计算 应 缴 税额 yy 的 

序 框图 如 图 2: 


开始 





[输入 z[d yd、r 回 ] 








[ 畸 入 工资 、 薪金 总 额 zz| 














yy ~ ylitrlil*(zr—zld)) | 
结束 
图 2 
其 中 用 yy 记 工 资 为 x 时 的 应 缴 税额 . 在 计 
算 中 为 方便 计 , 可 令 z[11] = 101, 为 一 个 不 可 
能 达到 的 工资 额 。 计 算 时 先 确定 xz 在 什么 区 
间 , 再 按 公 式 计算 并 输出 应 缴 税 款 
(程序 略 .) 
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(上 接 第 8-31 页 ) 


简 解 : 结论 仍然 成 立 , 证 法 很 多 , 本 文 提供 
一 种 : 见 图 10, 延长 BA4 至 D, 使 AD = 4C， 
连结 CD, 易 证 DC = BC = a, 由 人 和 BCD 
人 和 人 DAOC 得 a*? 一 0 = pc. 

总 之 , 随 着 素质 教育 的 推进 和 基础 教育 课 
程 改 革 的 展开 , 研究 性 数学 问题 将 引领 0 
潮流 , 成 为 中 考 命题 的 热点 和 亮点 , 中 考 命 
将 由 考查 知识 型 向 考查 方法 型 、 潜 和 ee 
朝 着 促进 学 生 综合 素质 全 面 提高 的 方向 持续 
发 展 . 
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数学 游戏 与 数学 


312000 浙江 省 绍兴 和 鲁迅 中 学 


记得 一 代数 学 大 师 陈省身 在 北京 举行 的 
2002 年 国际 数学 家 大 会 上 曾 为 青少年 数学 爱 
好 者 题词 ， 写 的 是 “数学 好 玩 四 个 字 , 但 作为 
教师 , 能 否 在 课堂 教学 中 加 点 “味精 ”, 使 教学 
内 容 壮 重 “ 儿 童 文化 ”, 从 而 让 学 生 主 动 地 学 数 
学 , 达到 “数学 好 玩 ” 的 这 种 境界 呢 ? 

其 实 , 数学 游戏 以 其 雅 趣 的 形式 “ 娱 人 ”, 以 
其 丰富 的 内 容 “ 引 人 ”, 以 其 无 穷 的 奥秘 “迷人 ”， 
以 其 潜在 的 功能 “ 育 人 ”, 古往今来 , 数学 教育 
的 理论 与 实践 都 已 证 明 游戏 对 于 数学 学 习 有 
极 大 的 价值 . 正如 布 鲁 纳 所 说 :“ 游 戏 活动 是 生 

命 的 自由 表现 , 它 是 生活 乐趣 ”. 

笔者 结合 理论 学 习 和 教学 实践 , 尝试 从 以 
下 几 方面 将 游戏 引入 数学 课 党 教学 从 而 让 数 
学 更 “好 玩 ”. 

一 、 在 新 概念 教学 中 引入 数学 游戏 
分 , 因为 数学 概念 是 进行 推理 和 判断 的 基础 ， 
清晰 的 概念 是 进行 正确 思维 的 前 提 . 但 也 是 教 
学 的 难点 . 因此 , 在 新 概念 教学 中 引入 教学 游 
戏 , 不 失 是 一 种 好 方法 . 

例 1 撕 骨 子 引入 无 理 数 . 

教师 先 做 了 个 大 内 子 在 课堂 上 问 同学 们 这 
是 什么 , 它 有 什么 用 ? 当 学 生 纷纷 回答 大 骸 子 
用 于 麻将 时 , 教师 却 出 其 不 意 地 告诉 学 生 仍 子 

还 有 一 个 新 用 处 , 而 且 与 我 们 的 数学 有 关 一 可 
以 用 来 产生 无 理 数 .然后 请 两 位 同学 上 台 来 ， 
一 位 同学 在 讲台 上 掷 仍 子 , 另 一 位 同学 在 “0 小 
数 点 后 面 写 上 骸 子 搓 出 的 点 数 , 随 着 散 子 一 次 
次 地 掷 ,点数 一 次 次 地 记 ,， 黑板 上 出 现 了 不 断 
延伸 的 小 数 , 0.3154265123.… , 老师 喊 “ 和 暂停 ”， 
然后 教师 通过 恰当 的 提问 , 从 而 引出 无 理 数 概 
念 . 这 样 的 教学 设计 , 使 学 生 接受 “无 理 数 "这 
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一 难 懂 的 概念 时 , 因为 有 了 游戏 作 基 础 , 而 变 
得 较为 亲切 . 


二 、 在 例 习 题 教学 中 引 人 游 戏 

如 果 我 们 能 潜心 研究 例题 , 不 难 将 一 些 数 
学 问题 改造 为 有 趣 的 游戏 . 

例 2 已 知 a > 0,5 > 0, 求 证 :3 十 3 之 
ab? + a2b. 

这 是 教材 中 的 一 道 题目 , 在 a > 0,5>0 
的 前 提 之 下 , 3、 吧 、a?b、a 慷 均 可 以 看 作 长 
方 体 的 体积 , 据 此 我 们 就 可 以 将 此 问题 改造 为 
下 述 有 趣 的 游戏 , 从 而 大 大 地 增加 了 问题 的 探 

现 有 A4、B、C、DD 四 个 长 方 体 容 器 ，A、 
B 的 底面 积 为 2, 高 分 别 为 0 和 且 a 关 b, C、 
九 的 底面 积 为 刀 , 高 分 别 为 4a 和 0. 现在 规定 一 
种 游戏 规则 :每 人 一 次 从 四 个 容器 中 取 两 个 , 以 
从 容器 中 取出 的 溶液 多 者 为 胜 , 问 先 取 者 有 没 
有 必 胜 的 方案 ? 着 有 的 话 , 有 几 种 ? 

一 般 化 : 当 a > 0,5 > 0 时 , a?19 十 bPt4 > 
azb 十 app (pq € N). 

例 3 已 知 a、b、m 都 是 正 数 , 并 且 w < 
求证 : 2 二 &. 

游戏 9 人 (1) 猜 谜语: 考试 不 作 次 ( 真 分 数 )， 

(2) @ 全 班 学 生 每 人 任意 写 下 一 个 真 分 数 ; 

@ 分 子 、 分 母 分 别 加 上 同一 个 正 数 ; 

@ 新 分 数 与 原 分 数 的 大 小 关系 如 何 ? 

学 生 结 论 : 新 分 数 大 于 原 分数 ， 从 而 引出 
课本 中 一 道 例题 ( 即 例 3). 

三 、 在 重要 定理 、 性 质 中 引入 游戏 

在 教学 中 适当 引入 游戏 , 对 培养 学 生 实 践 
能 力 和 创新 精神 具有 不 可 低估 的 作用 . 

例 4 二 维 均 信 不 等 式 了 了 > VT 

先 设计 以 下 引 例 : 
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(要 在 一 个 边 长 为 15 千 米 的 正方 形 行政 
区 内 , 划 出 四 块 长 与 宽 各 为 7 千 米 与 8 千 米 的 
农田 , 应 如 何 划分 ? 注意 到 行政 区 的 总 面积 ; 
15? = 225 平 方 千 米 , 而 每 块 农田 的 面积 是 56 
平方 干 米 , 因而 还 余下 225 -4 x 56 = 1 平方 
干 米 

学 生 通 过 观察 、 动 手 实践 , 很 快 会 得 到 图 
(1) 的 结果 

(2) 现在 有 一 个 更 一 般 的 问题 : 设 z、y 为 正 
数 , 则 四 块 大 小 为 > x 4 平方 千 米 的 矩形 农田 
能 否 置 入 边 长 为 (z +) 千 米 的 一 个 正方 形 行 
政 区 内 ? 显然 这 一 行政 区 的 面积 是 (2 十 切 ? 平 
方 千 米 , 而 每 块 农田 的 面积 是 zy 平方 干 米 , 所 
以 , 除非 不 等 式 4zy < (x 十 )” 成立, 否则 我 们 
是 不 可 能 解决 此 问题 的 , 反 过 来 , 如 果 此 问题 
有 解 , 则 四 块 农田 的 总 面积 就 不 能 超过 行政 区 
的 总 面积 

然后 让 学 生 在 课堂 上 利用 一 些 硬 纸 板 分 组 
动手 实践、 讨论 交流 

事实 上 这 是 一 个 二 维 " 装 箱 " 问 题 , 学 生 如 
能 解决 第 一 个 问题 , 即 z = 7,y = 8 的 情形 , 那 
么 他 就 一 定 能 解决 一 般 问题 . 接着 , 引导 学 生 
分 别 根据 z 与 y 三 种 情况 , 分 别 给 出 一 般 问题 
的 解 ,如 图 (2)、(3)、( 人 ) 所 示 . 因此 , 更 一 般 的 
问题 确实 有 解 , 所 以 不 等 式 4zy < (z+)? 成 
立 , 由 此 得 算术 一 几何 平均 信 不 等 式 了 > 
V 可 成 立 . 

这 样 ,通过 学 生动 手 实践 , 不 仅 让 学 生 看 
到 了 二 维 均值 不 等 式 的 现实 (几何 ) 意 义 , 而 且 
得 到 了 一 维 均值 不 等 式 的 一 种 简 吻 证 明 方法 


2 
I | 
z=7,y=8 








T<Yy 
(1) (2) 
Ty T>Yy 


(3) (4) 
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四 、 在 引言 、 绪 论 教学 中 引入 游戏 

高 一 新 生 刚 入 学 第 一 节 课 , 每 块 知 识 体系 
的 第 一 节 课 , 我 一 般 会 安排 一 节 绪 论 课 . 

例 5 立体 几何 绪 言 课 中 , 我 安排 学 生 做 
下 面 的 游戏 , 每 两 个 人 发 六 根 牙 签 , 问 最 多 可 
排出 多 少 个 正三 角形 ? 

五 、 在 数学 竞赛 辅导 中 引入 游戏 

教师 在 数学 竞赛 辅导 时 适当 引进 游戏 , 让 
学 生 所 谓 “ 胡 思 乱 想 ”, 但 又 小 心 求证 , 不 失 为 
一 种 好 方法 . 

例 6 在 一 次 数学 竞赛 辅导 中 , 某 老师 表 
演 了 猜 扑克 牌 的 游戏 , 他 拿 出 一 副 牌 (52 张 不 
含 大 小 怪 ), 让 在 座 的 随便 哪 一 位 学 生 任 意 抽 
出 五 张 , 交 给 他 的 助手 , 助手 将 其 中 的 四 张 牌 
一 字 排 开 , 依次 亮 在 桌面 上 , 这 老师 看 了 桌 上 
的 四 张 牌 , 他 就 猜 出 了 他 所 没 看 到 的 那 一 张 牌 
(花色 和 牌 点 ). 

如 此 猜 了 五 、 六 回 , 全 部 正确 无 误 , 他 的 精 
彩 表 演 博 得 了 同学 们 的 热烈 掌声 . 然后 这 位 教 
师 卖 了 一 个 关子 说 :这 是 一 种 巧妙 地 运用 了 数 
学 知识 的 扑克 游戏 , 你 能 知道 其 中 的 奥秘 吗 ? 
学 生 讨论 后 , 教师 娓 九 道 来. 

当然 , 游戏 的 方法 不 能 代替 一 切 , 但 能 在 正 
规 严肃 的 教学 方法 外 多 为 学 生 提 供 机 会 参加 一 
些 游戏 (哪怕 是 偶尔 一 次 ), 让 学 生 玩 一 下 “快乐 
数学 从 而 真正 感受 到 “数学 好 玩 ”, 不 事 负 陈 
省 身 老人 家 的 殷切 期 望 . 
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空间 直角 华 标 系 下 探求 点 的 坐标 


276017 山东 省 临沂 罗 庄 区 第 一 中 学 张 传 法 杨 兆 兰 





高 中 新 教材 九 (B) 引入 了 空间 向 量 坐 标 运 
算 这 一 内 容 , 使 得 在 解决 立体 几何 平行 .垂直 、 
夹 角 、 距 离 等 问题 时 更 加 程序 化 , 只 需 代入 公 
式 进行 代数 运算 即 可 . 这 里 常常 需要 首先 建立 
空间 直角 坐标 系 , 求 出 所 需 点 的 坐标 . 本 文 就 
如 何 探求 点 的 坐标 谈 以 下 方法 . 

一 、 垂 线 法 

空间 直角 坐标 系 中 , 有 些 点 的 坐标 可 以 通 
过 向 坐标 平面 或 坐标 轴 作 垂 线 , 从 而 再 根据 空 
间 直 角 坐 标 系 中 坐标 的 定义 写 出 其 坐标 . 

例 1 如 图 1, 在 四 棱锥 PP-4BCD 中 , 底 
面 4BCD 是 一 直角 梯形 , LZ<BAD=90°, 4D/ 
BO, AB = BO=1,4AD=2, 昌 PA 底面 
ABCD, PD 与 底面 成 30° 角 , AE 上 PD, 垂 
足 为 五 . 求证 : BE | PD; 








图 1 
解析 :以 4 为 坐标 原点 , 分 别 以 AB、AD、 


AP 所 在 直线 为 -<、y、z 轴 建立 空 

“… PA 1 底面 4BCD, … ZPDA 为 PD 
与 底面 所 成 的 角 , 即 Z<PDA = 30°, 过 五 作 
EM 1 4D 于 M, EN 上 PAFN, ** AD 


E 间 直角 坐标 


= 2, .. AE=1,.. BM = BN 
1 3 
B (o 5 4) 过 C 作 CQ 4 AD 于 Q, 则 


2 
又 B(1,0,0).、P (o 0， D(0, 2,0), 
st: 
2’ 2 
PD = os 元] 
3 
1 
:而 =--1xo+lx2- 交 > 


2 -0 .万 玉 | PD,.. BE LPD. 

评注 :本 题 求 点 瑟 的 坐标 时 , 需 作 EM 1 
AD, EN 上 P4, 并 求 出 BM、EN 的 长 , 即 
为 点 五 的 纵 坐 标 、 竖 坐标 ; 求 点 C 的 坐标 需 作 
CQ 1 AD, CQ 的 长 即 为 点 C 的 横 坐 标 . 

二 、 公 式 法 

空间 直角 坐标 系 中 , 有 些 点 的 坐标 用 直接 
法 和 垂 线 法 都 无 法 求 出 , 但 此 点 是 它 所 在 线段 
的 定 比分 点 .中 点 或 所 在 平面 的 重心 , 且 它 所 
在 线段 或 平面 的 各 点 坐标 可 以 用 直接 法 或 垂 
线 法 求 得 , 此 时 可 用 定 比 分 点 坐标 公式 、 中 点 
坐标 公式 、 重 心 坐 标 公式 求 其 坐标 . 

例 2 如 图 2, 底面 4BCD 是 边 长 为 6 的 
正方 形 , 人 BAD 是 以 人 LE 为 质 角 的 等 腰 直 和 角 三 
角形 , 且 面 BAD 垂直 于 底面 , BP | 面 EAD， 
EF = 3, R 为 BC 中 点 . 若 G、 玉 为 FB 的 三 
等 分 点 , 建立 适当 的 坐标 系 , 并 求 出 G、 瑟 的 
坐标 ; 
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解析 : 取 AD 的 中 点 O, 连结 BO、OR. 

”人 AD 是 等 腰 直 角 三 角形 ， 

“EO 1 AD, 叉 面 BAD 1 面 A4BCD， 

“EO 二 面 4BCD， 

又 R 为 BC 中 点 ,四边 形 ABCD 是 正方 
形 , “OR 上 AD, … 以 0 为 坐标 原点 , 分 别 以 
OA、OR、OEB 所 在 直线 为 -<、yYy、z 轴 建立 空 
间 直 角 坐 标 系 ， 由 题 意 , (0, 3,3)、B(3, 6, 0)， 

“. FB = (3,3,—3), 

设 G(z1,y1, 21)、 H(zx2, y2, 22)， 

则 由 FG = 5FB FH = FB, 及 定 比 
分 点 坐标 公式 得 : 

G(1,4,2)、H(2,5,1). 

评注 :本 题 G、 五 为 RB 的 三 等 分 点 , 而 下、 
B 点 的 坐标 易 知 , 故 可 用 定 比分 点 坐标 公式 求 
得 G、 五 点 的 坐标 . 

例 3 (2003 年 高 考题 ) 如 图 3， 在 直 三 楼 
柱 4BC 一 A1B1C1 中 , 底面 等 腰 直 角 三 角形 
ZACB = 90°, 侧枝 441 = 2, 万、 五 分 别 是 
CO 与 41B 的 中 点 , 点 如 在 平面 4BD 上 的 射 
影 是 人 ABD 的 重心 G. 

(1) 求 41B 与 平面 4BD 所 成 角 的 大 小 ( 结 
果 用 反 三 角 函 数 表示 ) 

(2) 求 点 41 到 平面 AED 的 距离 . 




















图 3 


解析 : 如 图 3, 以 C 为 坐标 原点 , 建立 空间 
直角 坐标 系 C 一 xyz， 

设 AC = a, 由 题 意 , A(a,0,0)、B(0,a,0)、 
C(0,0,0), Ai(a,0,2), Bi (0,a, 2), C1(0, 0,2), 

““”D、 忆 分 别 是 CC1 与 41B 的 中 点 , 由 
中 点 坐标 公式 得 : 

D(0,0,1).E (3 I 

““G 是 人 4BD 的 重心 ， 
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由 重心 坐标 公式 得 :G (多, 
… EG = -$83) 以 下 了 略 . 
评注 :本 例 中 求 D、 轧 点 坐标 时 用 了 中 点 

坐标 公式 , 求人 A4BD 的 重心 G 时 用 了 重心 华 

标 公式 . 

三 、 相 等 向 量 法 

室 间 中 ,两 向 量 相等 即 两 向 量 的 横 坐标 、 
纵 坐 标 、 坚 坐标 分 别 相等 , 利用 这 一 关系 , 可 
以 求 一 些 空间 中 点 的 坐标 . 

例 4 三 棱柱 4BC - 41 BiC 在 某 个 直 
角 坐 标 系 下 , 已 知 点 4A(0, 1,2)、A1(2, 一 1, 3)、 
B(1,2, 一 1)，D 是 BB1 上 一 点 ， 且 BD = 
5DBi, 则 D 点 坐标 为 

解析 : 设 D(x,y,z), BD = (x 一 1,y 
2,z 二 1), D 在 BB1 上 生 BD = 5DB， 


Sy 3BB, 又 有 三 棱柱 的 性 质 知 


441 = DBP)， 
> 1 > 1 > 
.“. BD = 3 二 5441, 即 


a Qa 











54 2 
WD 


，_ 评 注 : 本题 中 求 也 点 坐标 , 利用 了 BD = 
3BBi 二 34 和 1 这 一 结论 

例 2 中 也 可 以 利用 FC = 5 二 
2FB, 直接 求 得 G(1,4,2)、H(2,5,1). 

四 、 数量 关系 法 

数量 关系 法 求 点 的 坐标 , 即 设 出 所 要 求 的 
点 的 坐标 , 利用 题目 中 已 知 的 数量 关系 , 列 出 
一 个 方程 组 , 通过 解 方程 组 的 方法 , 求 得 点 的 
坐标 . 

例 5 和 矩形 4BCD 中 , 4B = 2 47D = 1 
已 是 CD 的 中 点 , 沿 4 已 把 三 角形 4DE 折 起 
使 万 到 Di; 的 位 置 , 且 D1B = D1C. 证 明 : 面 
ADIiE 41. 面 ABC. 
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解析 : 取 4 妃 中 点 为 卫 , 连结 BF, 过 五 作 


Ez 上面 4BCE,， 以 互 为 原点 , 分 别 以 EF、 
EC、Ez 所 在 直线 为 x、 
间 直 和 角 坐 标 系 . 


%、Zz 轴 建立 如 图 5 
所 示 的 空 








图 4 图 6 
要 证 明 面 AD1E 上 面 4BC,， 只 需 证 明 面 
AD1E 的 法 向 量 与 面 4BC 的 法 向 量 互相 垂直 ， 
面 4BC 的 一 个 法 向 量 为 责 = (0,0,1)， 
求 面 4D1E 的 法 向 量 需 求 出 Di 点 坐标 ， 
设 Di(zx,y,2z) (2z>0). 又 EE(0,0,0)、C(0,1,0)、 
B(1,1,0) A(1, —1,0). 





由 |D1B|= |D1C)， 

(2 一 1)2+(y 一 1)? 十 2 
=VR T+ 
解 得 xz = = 

由 |BDi|= api 

122 十 92 十 22 
(Tl 2; 

1 


由 D1 上 ADi1, 得 
(z—1,y+1,2): (zx,y,2) = 0, 


V2 1 1 v2 
I 
解 得 > 2 ,， 即 1 2， 2， 2 
评注 :本 题 利用 |D1B| = |D1Cl, DiE| = 


1Di4，DIi 上 Di4 这 三 个 数量 关系 求 得 
Di 人 1 _1Y21， 
2 2 2 


例 6 如 图 6， 四 边 形 4BCD 为 正方 形 ， 
万 垂直 于 4BCD 所 在 的 平面 , AB = 2, E 
是 PB 的 中 点 ， cos(DP, AE) = ~ 

(1) 建立 适当 的 空间 直角 坐标 系 ， 求 有 点 五 
的 坐标 ; 
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(2) 在 平面 PAD 内 求 一 点 了 ,使 BF 二 面 
PCB. 





图 6 
解析 : (1) 建立 空间 直角 坐标 系 了 一 xyz (如 
图 06), 由 题 意 知 4(2,0,0)、B(2,2,0)、C(0,2,0). 
设 P(0,0,2m) (m > 0), 


“ E(l,1,m), AE = (-1,1,m), DP = 
(0, 0, 2m). 
3 
党 cos(DP, AE,) Ns 
, DP. AF 2m2 加 V3 
BI V2+mzx2m 3， 
解 得 m = 1 .. EB(1,1,1). 


(2 人 可 设 F(z,0,2) 

“BF=(x-1,-1,z 一 1), 由 BF 1 面 
PCB, 得 BF.C0B=0,ErF.PC=0, 

[1 ey We Ro et 

做 

解 得 z 二 1, > = 0, .FF(1,0,0), 为 4D 
的 中 点 . 

评析 : 本 题 在 求 巨 点 坐标 时 , 利用 了 关系 


cos(DP, AE) = 而 在 求 五 点 坐标 时 , 用 





a EF.CB=0, 
~ | Er.PC=0. 
五 、 设 而 不 求 


有 些 题目 中 的 有 些 点 的 坐标 没 法 求 出 或 没 
有 必要 求 出 , 我 们 可 以 暂 设 出 这 个 点 的 坐标 , 利 
用 题目 中 的 条 件 找 出 解决 问题 所 需要 的 关系 ， 
而 无 需求 出 点 的 坐标 . 

例 7 如 图 7, 正四 棱锥 5 一 ABCD 的 侧 
楼 长 为 V2, 底面 边 长 为 V3, 是 $4 的 中 点 ， 
0 为 底面 4BCD 的 中 心 , 车 OG 上 SC, 垂 足 
为 G, 求证 :OG 上 万 已. 

解析 : 以 O 为 原点 , 建立 如 图 7 所 示 的 空间 
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一 市 探 完 型 的 向 量 习 题 课 


200435 上 海 市 久 隆 模范 中 学 孙 雁 


笔者 最 近 设 计 了 一 堂 习题 课 , 狐 似 拓展 课 ， 
实质 上 是 将 学 生 在 练习 过 程 中 比较 有 困难 的 
题目 进行 有 机 组 合 , 经 课堂 尝试 取得 了 良好 的 
教学 效果 . 

一 、 问题 的 提出 

在 华东 师 大 版 的 上 海 高 中 数学 教材 中 “向 
量 初步 ”一 节 内 容 安 排 在 高 二 上 学 期 . 然而 , 学 
生 在 高 一 物理 力学 中 已 经 应 用 到 向 量 ( 也 就 是 
矢量 ), 所 以 作为 数学 教学 内 容 的 向 量 对 学 生来 
说 基本 上 没有 困难 . 因此 , 如 何在 该 章节 学 习 
初期 , 调动 学 生 的 学 习 兴 趣 、 深 化 数学 方法 成 
为 教学 设计 需要 关注 的 问题 . 

本 节 是 安排 在 向 量 概念 、 加 法 和 减法 、 实 
数 与 向 量 的 乘法 、 定 比分 点 的 代数 形式 之 后 
的 一 节 习 题 课 , 以 引导 学 生发 现 和 应 用 定 比 分 
点 公式 的 向 量 形式 (该 内 容 不 作 要 求 ) 为 主线 ， 
上 承 向 量 的 运算 , 下 接 定 比分 点 公式 的 代数 形 








图 7 


直角 坐标 系 , 则 O(0, 0,0)、A (和 oo) 、 


sb 次 ).c (和 人 sf a 
V3 

由 中 点 坐标 公式 知 妃 | 六 ,0, 沁 - ,因为 G 点 

在 20: 平面 上 ,所 以 可 没 Gle,0, 


"Ss | 


式 , 综合 应 用 所 学 的 知识 和 方法 来 处 理 练习 中 
遇 到 的 疑难 问题 . 同时, 激发 学 生 探究 型 学 习 
的 主动 性 , 培养 发 现 、 提 出 和 解决 问题 的 能 

二 、 课堂 实录 

整 节 课 在 过 程 上 分 为 观察 、 发 现 、 应 用 和 
联系 四 部 分 . 所 用 的 练习 题目 均 选 自 或 改编 自 
上 海 市 教育 出 版 社 (高 中 数学 精练 与 博览 ) 高 
二 第 一 学 期 一 书 . 

1. 观 察 现 象 

老师 出 示 题 目 , 要 求学 生 用 不 同 的 方法 解 
决 :如 图 1 所 示 , 在 A4BC 中 , 4 万 = 下 AC = 
右 , DD 是 边 BC 上 的 一 点 , 且 BD = DC. 试用 
素 和 也 表示 7. 

学 生 通 过 向 量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 和 
三 角形 法 则 ,用 不 同 的 方法 得 到 问题 的 答案 : 
AD-T H+2D. 下 面 给 出 其 中 的 一 种 解法 . 





2 
由 OC .3 FT Ve 
We 

2 


a 二 0, 故 OG -上 BE. 


评注 :本 题 求证 OG 上 BE, 只 需 O0G. BE 
= 0, 求解 的 一 般 思 路 需求 出 G 点 坐标 , 但 本 题 
只 需 设 G(x,0,z), 利用 OG.SC = 0, 求 得 z = 
一 V3z, 这 一 关系 直接 代入 即 可 , 设 而 不 求 . 


B D C 
图 1 
解 : 在 人 4BD 中 , 由 BD = DC,， 











WBD=3B0=3 (20-28). 
所 以 AD = AB + BD = AB+ 4 
1 个 本 
> > > a 
-4B+3(40- 48)- ee 
接 下 来 , 老师 修改 条 件 BD = DC 分 别 为 





BD = 2DC、 BD = 3DC、 BD = 4DC, 请 
学 生 解 答 . 
学 生根 据 第 一 个 问题 的 解法 较 快 得 到 结 








果 , 分 别 为 : 
—> —> 
ry ER 
3 _， 4 
ee 





老师 将 条 件 进 一 步 修改 为 BD = ADC (A 
> 0) 时 , 这 时 候 学 生 们 通过 观察 可 以 迅速 得 到 
结果 : AP 2 十 入 8 


1 十 入 

2. 发 现 规律 

这 时 , 老师 引导 学 生 将 观察 出 来 的 现象 归 
纳 为 命题 , 并 且 实施 严格 的 证 明 , 整个 引导 转 
绕 两 个 方面 展开 :第 一 是 形成 命题 的 锥 形 , 第 二 
是 对 相关 的 条 件 进行 适当 的 完善 

(1) 形成 命题 

老师 请 同学 们 将 观察 出 来 的 结果 总 结 为 命 
题 并 证 明之 . 

学 生 的 结论 如 下 : 如 图 2 所 示 , 在 A4BC 
中 , 4B = 人 @, AC = 5,D 蚌 边 BC 上 的 点 ， 
也 十 和 
ER 

证 明 : 在 A4BC 中 , … BD = ADC (A > 
国有 ee Tr 

又 BC = 4C 一 AB, 所 以 


> > > > 一 一 
AD= AB+BD= AB+——BC 
入 十 1 





HBD=ADC (>0), 则 24D = 
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(2) 完 善 命题 

此 时 , 有 个 别 学 生 已 经 注意 到 命题 条 件 需 
要 讨论 . 老师 顺势 进一步 提问 :命题 有 哪些 条 件 
可 以 进一步 完善 ? 学 生 答 道 :和 需要 讨论 . 还 有 
学 生 说 :点 4 的 位 置 可 以 移动 

老师 说 :好 , 我 们 首先 看 看 和 的 取 值 范围 

由 于 之 前 学 习 过 定 比 分 点 公式 的 代数 形 
式 , 对 入 关 一 1 的 讨论 是 比较 顺利 的 . 学 生 分 别 
讨论 了 入 = 0、 和 < 0 的 情况 , 分 析出 也 为 线段 
BC 的 外 分 点 时 和 < 0; 当 点 刀 和 点 妃 重 合 时 
入 = 0; 当 和 = 一 1 时 , 要 求 点 妞 和 C 〇 重合 , 这 是 
不 可 能 的 . 综合 上 述 情况 , 得 到 和 的 取 值 范围 
是 和 E 了 及 且 入 夫 一 1. 

接 下 来 , 老师 问 :对 点 4 的 选取 是 否 有 要 
求 ? 
有 学 生 提出 :点 4 与 点 B、 点 C 不 共 线 的 
情况 成 立 . 如 果 三 点 不 构成 三 角形 , 命题 成 立 
与 否 值得 探讨 . 这 时 , 不 需要 老师 的 强调 , 学 生 
已 经 开始 对 三 点 共 线 情况 下 命题 是 否 成 立 进 
行 验证 了 .结果 发 现 :点 4 与 点 B、 点 CO 是否 
共 线 , 对 整个 证 明 的 过 程 没有 丝毫 的 影响 , 也 
就 是 说 点 4 可 以 取 平面 内 任意 一 点 . 

根据 上 述 的 讨论 , 定 比 分 点 公式 的 命题 完 
整地 描述 为 :平面 内 不 同 的 三 点 4、B、C, 车 点 
万 在 线段 BC 上, 且 有 BD = 和 DC(X #1)， 


re Te 


1+ 入 | 
老师 在 学 生 总 结 的 基础 上 补充 道 :; 当 el 


B+AC 
2 





> 


一 全 


时 所 得 的 结论 较为 常用 , 即 4D = 
或 者 是 4B + 4C = 247D. 
3. 巩 国 应 用 


) 
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练习 1 如 图 3 所 示 , 已 知 4 = $AB, 试 
用 OA、0B 表 示 OP. 
O A 
2 从 
A 已 P B D CO 
图 3 图 4 


练习 2 如 图 4 所 示 , 和 作 ABC 中 , 4B = 
AC = 5,D、E、F 分 别 是 边 BC、AC、AB 
的 中 点 , 求证 : 4 万 + BE+ CF= 0. 

练习 3 如 图 5 所 示 , 任意 四 边 形 4BCD， 
1M、N 分 别 是 4D、BC 的 中 点 , G 为 MN 的 
中 点 , O 为 平面 内 的 任 一 点 , 求证 : 

(GA+GB+GC+GD= 70; 

pd 1 > > > > 
(Q)0G=3 (04+0B+0C+0D5). 











CO 
D 
N 
Ad 
A B 


图 5 
对 于 练习 1, 学 生 能 够 迅速 找到 关系 式 4B 
= 3BP, 然后 运用 定 比 分 点 公式 的 向 量 形式 或 
者 直接 运用 三 角形 法 则 运算 即 可 得 到 结果 . 
练习 2 的 解决 非常 迅速 , 由 
A AD AC ot BA BC 





DE BP, 
2 2 

a Dd 

CF= -一 一 


三 式 整理 后 可 以 马上 得 到 结果 

练习 3 (1) 中 面 对 四 个 向 量 相 加 , 学 生 一 开 
始 有 点 县 难 情绪 , 但 是 在 老师 引导 下 , 寻找 到 了 
应 用 公式 的 条 件 , 分 解 四 个 向 量 相 加 为 GA 十 
GD = 2GM、 GB+GC =2GN, 而 GM+ 
GN = 0 , 问题 迎刃而解. 

顺理成章 , 学 生 能 够 用 类 似 的 方法 较 快 解 
决 练习 3 (2) 的 证 明 ， 有 部 分 学 生 没有 使 用 定 
比分 点 公式 的 向 量 形式 , 而 是 用 三 角形 法 则 和 
(1) 小 题 的 结论 , 过 程 也 很 简洁 (如 图 6 所 示 ). 
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证 明 : 由 题 设 知 

OG = 0A+ AG,O0G= 0B+BG, 

OG = OC+C6G,0G= 0D+D6, 

又 由 (DGA+GB+GC+GD=70, 

所 以 得 40G = O04 + 0B+O0C+0D， 

即 0C = 1(04 108 14100C1+0D5). 

4. 新 旧 联 系 

发 现 和 应 用 定 比 分 点 公式 向 量 形式 后 , 学 

已 经 观察 出 :这 个 公式 与 已 经 学 习 过 的 代数 

形式 有 相似 之 处 . 于 是 , 老师 抓 住 这 个 契机 提 
问 :两 种 形式 之 间 是 否 存在 内 在 联系 ? 

学 生 沉 默 了 一 会 儿 , 然后 老师 提出 :能 否 用 
定 比分 点 公式 的 向 量 形式 证 明 其 代数 形式 , 即 
已 知 点 B(z1,%). C(z2,y2)， 且 存在 点 DD 使 
BD = 和 DC( 和 A 考 一 1), 求 点 DD 的 坐标 . 

同学 们 对 这 个 问题 的 兴趣 很 浓 , 积极 地 观 
察 并 寻找 应 用 公式 的 条 件 , 也 就 是 寻找 适当 的 
点 4. 通过 一 番 讨 论 , 不 少 学 生发 现 , 用 坐标 原 
点 替换 公式 中 的 点 4 的 作用 是 最 合适 的 . 

证 明 : 如 图 7, 连结 OB、 OC、OD, 设 点 
D(z,y), 则 OD = {x,y}. 
































图 7 
C(x2, Yo), 
“. OB = {x1,}, 0C= {x2, yo}. 


» B(x1,)、 





由 BD = 07 ~ 08, DC = 00 ~ 07, 
B 
FD = Eb 
{Zz1, V1} + 和 {zx2, y2} 


OD = {x,y} = 二 
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一 道 课 本 轨迹 例题 的 研究 性 学 习 


510700 广东 省 广州 市 第 八 十 六 中 学 权 宽 一 


学 生 答题 错误 是 一 种 可 以 使 用 的 教学 资 
源 , 它 有 着 正面 教学 所 不 可 取代 的 作用 . 在 教 
学 中 若 能 “惯性 "利用 好 错误 , 既 可 以 使 课堂 具 
有 “诗情画意 ”, 又 可 以 产生 意 想 不 到 的 教学 效 
果 . 下 面 是 作者 在 教学 时 ,“ 将 错 就 错 "的 一 节 
研讨 课 . 

一 、 出 错 者 无 心 、 旁 观 者 在 意 

在 章节 复习 课时 , 我 让 学 生 自 己 完成 这 样 
一 道 题 目 :一 动 圆 与 圆 x? 十 妨 十 6z 十 5 二 0 外 
切 , 同时 与 圆 z? 十 她 一 6z 一 91 = 0 内 切 , 求 动 
圆 圆心 的 轨迹 方程 , 并 说 明 它 是 什么 样 的 曲线 
[全 日 制 善 通 高 级 中 学 教科 书 (必修 ) 数学 》 第 
二 册 ( 上 ) (人 教 版 ) P.129 例 1] 几 分 钟 后 大 多 
数 做 完 的 同学 的 答案 是 ( 见 图 1): 动 图 圆心 的 轨 
迹 方程 是 到 十 艺 = 1, 它 是 “以 两 定 圆 的 圆心 
为 焦点 , 以 大 定 圆 半径 与 小 定 圆 半 径 的 和 (12) 
为 定 长 的 椭 国 ”; 但 是 有 一 个 同学 的 答案 是 : 动 
辆 圆心 的 轨迹 方程 是 二 + 每 = 1 它 是 "以 
两 定 圆 的 圆心 为 焦点 , 以 大 定 圆 半径 与 小 定 贺 
半径 的 差 (8) 为 定 长 的 椭圆 ". 经 过 大 家 共同 查 
找 , 发 现 出错 的 原因 是 他 把 题目 理解 为 : 一动 加 
与 圆 z2 二 2 十 6z 十 5 = 0 内 切 , 同时 与 圆 z2 十 
内 一 6z - 91 = 0 内 切 , 求 动 圆 圆心 的 轨迹 方 
程 , 自然 也 就 得 到 了 不 同 的 答案 . 

按理 说 问题 算 解决 了 , 出 错 者 无 心 之 举 也 
可 以 理解 , 但 是 , 一 个 答案 正确 的 同学 却 冒 出 
了 一 名 “很 好 玩 , 还 有 没有 其 他 的 相 切 情况 ?”， 
这 句 话 把 大 家 给 逗乐 了 , 但 笑 声 之 后 课堂 上 却 








AT 








【1+ 和 A ”1 二 入 


/XAr2 0 十 和 ya2 
点 刀 的 坐标 
故 点 的 坐标 为 ( 1 站 入 )》 1 入 ) 


- {于 2 党 








异常 平静 . 我 也 顺势 而 为 地 说 : 那 你 们 就 试 一 
试 吧 ”. 试 了 一 会 儿 后 一 个 同学 断言 :“ 上 题 是 动 
圆 与 大 定 圆 内 切 且 与 小 定 圆 外 切 、 动 圆 与 大 十 
圆 内 切 且 与 小 定 圆 内 切 (小 定 圆 在 动 圆 里 面 ) 两 
种 情况 , 由 于 不 存在 与 两 定 圆 外 切 的 动 圆 、 不 
存在 与 大 定 圆 外 切 且 与 小 定 圆 内 切 的 动 圆 , 更 
不 存在 与 大 定 圆 内 切 且 与 小 定 圆 内 切 ( 动 圆 在 
小 定 圆 里 面 ) 的 情况 , 所 以 没有 其 他 情况 .” 大 
家 也 点 头 同意 他 的 观点 . 














-与 大 圆 和 小 网 都 内 
切 的 动 圆 必 心 轨迹 


图 1 

二 、 猜想 者 无 忌 、 验 证 者 惊奇 

可 是 , 班 上 一 位 数学 学 习 较 好 的 同学 却 举 
手 说 : 我 观察 到 上 面 两 个 定 圆 是 没有 交点 的 内 
含 关 系 , 得 到 与 两 个 定 圆 都 相 切 的 动 圆 圆心 的 
轨迹 是 :以 两 定 圆 的 圆心 为 焦点 , 以 大 定 圆 半 径 
与 小 定 圆 半径 的 和 或 差 为 定 长 的 两 个 椭圆. 但 
从 数学 对 称 美 的 角度 来 看 ,我 猜想 : 如 果 两 个 
定 圆 是 没有 交点 的 外 离 关 系 , 得 到 与 两 个 定 圆 
都 相 切 的 动 圆 圆心 的 轨迹 应 该 是 : 以 两 定 圆 的 
圆心 为 焦点 , 以 大 定 圆 半 径 与 小 定 圆 半径 的 和 


和 和 AAAIN~N 


问题 讨论 到 这 里 , 基本 的 方法 和 结论 已 经 
出 来 了 . 尽管 下 课 铃 响 了 , 但 同学 们 还 意 犹 未 
尽 , 希望 用 所 学 的 内 容 去 解决 更 多 的 问题 . 
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或 差 为 定 长 的 两 个 双 曲 线 . 但 不 知道 是 否 是 这 
样 ?” 他 的 大 胆 发 言 使 大 家 惊奇 . 一 会 儿 有 人 
汇报 画图 检验 正确 , 一 会 儿 又 有 人 汇报 特例 验 
证 正确 , 又 过 一 会 儿 有 几 个 小 组 汇报 用 定义 证 
明成 立 . 我 请 一 个 小 组 派 代 表 上 黑板 汇报 用 定 
义 证 明 过 程 . 

他 们 的 解法 是 : 当 两 定 圆 外 离 , 设 大 定 圆 、 
小 定 圆 及 动 圆 的 圆心 分 别 为 CO 大、CO 小 、AM4 动 ， 
大 定 圆 、 小 定 圆 及 动 圆 的 半径 分 别 为 R、 Ej、 
Re 

(1) 当 动 圆 与 大 定 圆 外 切 且 与 小 定 圆 内 切 
时 有 : Ra 十 RE = |M 动 OK|，Ra 一 Rj = 
|M 动 Oh 则 |M 志 OK| 一 |M 动 Oh| 二 R 大 十 
民 小 (常数 ); 当 动 圆 与 大 定 圆 内 切 日 与 小 定 贺 
外 切 时 有 : R 坟 一 RK = [MwOK|, Ra 十 及 仆 一 
|M 动 Oh 则 |M 动 O 大 | 一 |M 动 Oh| = 一 (RK 十 
民 小 ) (常数 )， 所以, 当 动 圆 与 一 定 圆 外 切 且 与 
另 一 个 定 圆 内 切 时 , 动 圆 圆心 的 轨迹 应 该 是 : 以 
两 定 圆 圆心 为 焦点 , 以 大 定 圆 半径 与 小 定 圆 半 
径 的 和 为 定 长 的 一 个 双 曲 线 ( 见 图 2). 

(2) 当 动 圆 与 两 个 定 圆 都 外 切 时 有 : 有 R 动 十 
RR 三 |M 动 O 大 |; 僵 十 Bh 二 1M 动 O 小 |( 见 图 
2), 则 |M 却 O 天 | 一 |[M 动 Oh| = 天 一 民 小 (常数 ); 
当 动 圆 与 两 个 定 圆 都 内 切 时 有 : Ra RA 一 
|M 动 O 大 |; BR 动 一 民 小 二 |MM 动 Oh 则 |M 动 O 天 | 
一 |M 动 OH 小 | = 一 (R 大 一 小) (常数 )， 所 以 , 当 
动 圆 与 两 个 定 圆 都 外 切 或 内 切 时 , 动 圆 圆心 的 
轨迹 应 该 是 :以 两 定 圆 的 圆心 为 焦点 , 以 大 定 圆 
半径 与 小 定 圆 半径 的 差 为 定 长 的 一 个 双 曲 线 . 

A j 贺 处 切 、 太 加 内 切 












-一 生 大 国 和 水 国都 外 切 误导 洛 和 小 加 基 切 
图 2 
此 时 我 赞扬 了 利用 数学 对 称 的 美 去 猜想 结 
论 的 同学 , 也 表扬 了 为 检验 、 验 证 、 证 明 猜 想 
结论 而 共同 努力 的 全 体 同 学 . 
三 、 辩 证 者 类 比 、 探 索 者 统一 
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我 的 话 还 没有 讲 完 , 平时 很 少 发 言 的 一 位 
女生 站 起 来 却说 :“ 老 师 , 刚才 只 讨论 两 个 定 圆 
没有 交点 情况 , 对 两 个 定 圆 相交 和 相 切 的 情况 
还 没有 讨论 ”. 我 说 :是 的 , 我 们 对 两 个 定 圆 相 
交 和 相 切 的 情况 还 没有 讨论 , 那 大 家 也 先 猜想 
一 下 ”. 结果 同学 们 猜想 到 以 下 结论 : 

(1) 当 两 个 定 圆 相交 时 , 动 圆 圆心 的 轨迹 应 
该 是 一 个 椭圆 、 一 个 双 曲 线 . 

(2) 当 两 个 定 圆 内 切 时 , 动 圆 圆心 的 轨迹 应 
该 是 一 个 椭圆 ; 当 两 个 定 圆 外 切 时 , 动 圆 圆心 
的 轨迹 应 该 是 一 个 双 曲 线 . 

为 了 节省 时 间 我 把 学 生 分 成 三 小 组 , 每 个 
小 组 讨论 并 证 明 一 种 情况 , 一 会 儿 各 小 组 派 代 
表 上 黑板 汇报 结果 . 

人 小 组 : 当 两 个 定 圆 相交 时 ( 见 图 3)， 

C、 与 大 圆 和 小 贺 都 内 攀 ( 除 A4、B 点 ) 





与 大 贺 和 小 圆 都 外 雪 

际 4.B 志 (| 
与 大 圆 外 切 、 小 圆 内 切 与 小 圆 外 切 、 大 圆 内 切 
( 除 4.B 筷 ) ( 除 么 电 筷 ) 


图 3 

(1) 当 动 圆 与 一 个 定 圆 外 切 且 与 另 一 个 定 
圆 内 切 时 , 动 圆 圆 心 的 轨迹 应 该 是 :以 两 定 圆 的 
圆心 为 焦点 , 以 大 定 圆 半 径 与 小 定 圆 半径 的 和 
为 定 长 的 一 个 椭圆 不 含 交 点 A4、B); 

(2) 当 动 圆 与 两 定 圆 外 切 时 , 动 圆 圆心 的 轨 
迹 应 该 是 : 以 两 定 圆 的 圆心 为 焦点 , 以 大 定 圆 半 
径 与 小 定 圆 半径 的 差 为 定 长 的 一 个 双 曲 线 一 支 
的 一 部 分 4C、BD (不 含 A4、B 点 ); 

(3) 当 动 圆 与 两 定 圆 内 切 时 ( 动 圆 在 两 定 圆 
相交 部 分 的 里 面 ), 动 圆 圆心 的 轨迹 应 该 是 : 以 
两 定 圆 的 圆心 为 焦点 , 以 大 定 圆 半 径 与 小 定 圆 
半径 的 差 为 定 长 的 一 个 双 曲 线 一 支 的 一 部 分 
4 (不 含 交点 4、B); 

( 约 当 动 圆 与 两 定 圆 内 切 时 (两 定 圆 含 在 动 
圆 里 面 ), 动 圆 圆心 的 轨迹 应 该 是 : 以 两 定 圆 的 
圆心 为 焦点 , 以 大 定 圆 半径 与 小 定 圆 半径 的 差 
为 定 长 的 一 个 双 曲 线 的 另 一 支 ( 右 支 ). 
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也 小 组 : 当 两 个 定 圆 内 切 时 ( 见 图 信 ， 

(1) 当 动 圆 与 小 定 圆 外 切 且 与 大 定 圆 内 切 
时 , 动 圆 圆心 的 轨迹 应 该 是 : 以 两 定 圆 的 圆心 
为 焦点 , 以 大 定 圆 半径 与 小 定 圆 半径 的 和 为 定 
长 的 一 个 椭圆 (不 含 切 点 4); 

(2) 当 动 圆 与 两 定 圆 外 切 时 , 动 圆 圆心 的 轨 
迹 应 该 是 : 以 切 点 为 端点 , 以 圆心 到 切 点 方向 为 
方向 的 一 条 射线 AB (不 含 切 点 4); 







与 小 圆 外 切 、 大圆 内 切 
( 除 4 点 ) 
E f F 
nO 
与 大 圆 和 小 圆 都 亲切 圆 和 小 圆 都 内 切 
( 除 4 点 ) 际 A 点 ，O 大 ，O 小 ) 


图 4 


(3) 当 动 圆 与 两 定 圆 内 切 时 ，( 动 圆 在 两 定 
圆 的 里 面 ), 动 圆 圆心 的 轨迹 应 该 是 : 以 小 定 贺 
圆心 和 切 点 为 端点 的 线段 AOj (不 含 切 点 44 和 
小 定 圆 圆心 Oj); 

(4 当 动 圆 与 小 定 圆 外 切 与 大 定 圆 内 切 时 
( 动 圆 在 小 定 圆 的 外 面 且 在 大 定 圆 的 里 面 ), 动 
圆 圆 心 的 轨迹 应 该 是 : 以 小 定 圆 圆心 和 大 定 圆 
圆心 为 端点 的 线段 OO (不 含 两 定 圆 圆心 
O 小 、 OF); 

(5) 当 动 圆 与 两 定 圆 内 切 时 (两 定 圆 含 在 动 
圆 里 面 ), 动 圆 圆心 的 轨迹 应 该 是 : 以 大 定 圆 的 
圆心 为 端点 , 以 小 定 圆 圆心 到 大 定 圆 圆心 的 方 
向 为 方向 的 一 条 射线 ORF (不 含 OF). 

C 小 组 : 当 两 个 定 圆 外 切 时 ( 见 图 5). 





与 大 圆 和 小 圆 都 外 切 与 龙 圆 和 小 圆 都 内 切 
( 除 4 点 ) AR 

Eb F 
与 大 国外 切 、 水 圆 内 切 与 小 圆 外 切 、 大 圆 内 切 
( 除 A、 O 小 、 C 点 ) ( 除 4、 O 大 、 D 点 ) 


图 5 
(1) 当 动 圆 与 两 定 圆 外 切 时 , 动 圆 圆 心 的 轨 
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迹 应 该 是 : 以 两 定 圆 的 圆心 为 焦点 , 以 大 定 圆 半 
径 与 小 定 圆 半径 的 差 为 定 长 的 一 个 双 曲 线 一 支 
( 左 支 , 不 含 切 点 A); 

(2) 当 动 圆 与 两 定 圆 内 切 时 (两 定 圆 含 在 动 
圆 里 面 ), 动 圆 圆心 的 轨迹 应 该 是 : 以 两 定 圆 的 
圆心 为 焦点 , 以 大 定 圆 半 径 与 小 定 圆 半 径 的 差 
为 定 长 的 一 个 双 曲 线 的 一 支 ( 右 支 ); 

(3) 当 动 圆 与 一 个 定 圆 外 切 且 与 另 一 定 圆 
内 切 时 , 动 圆 圆心 的 轨迹 应 该 是 : 过 两 定 圆 圆心 
的 直线 Oj、O 大 (不 含 两 定 圆 的 圆心 Oj、O 大 
和 切 点 A). 

上 述 的 结论 说 明 : 两 个 定 圆 相交 时 , 猜想 的 

论 正 确 ; 当 两 个 定 圆 内 切 时 , 猜想 的 结论 基 
但 变质 的 部 分 (线段 和 射线 ) 没 有 猜 出 
来 . 

四 、 严谨 者 质疑 、 补 充 者 完美 

从 两 个 定 圆 的 位 置 关系 来 说 , 问题 应 该 算 
解决 完了 . 但 又 有 两 位 同学 提出 问题 : (1) 两 圆 
的 半径 相等 时 , 上 述 的 各 种 情况 动 圆 圆心 的 轨 
迹 会 有 变化 ; (2) 当 两 定 圆 为 同心 圆 时 , 动 圆 圆 
心 的 轨迹 也 会 发 生变 化 . 就 这 两 点 大 家 又 给 予 
补充 : 

(一 ) 两 圆 的 半径 相等 时 . 
1. 两 定 圆 相交 时 ( 见 图 6). 


与 两 圆 一 个 外 切 一 “所 
个 内 切 ( 除 4、 瑟 点 ) 
> hl 





与 两 圆 都 内 切 
( 即 直线 AB) 





图 6 

(1) 当 动 圆 与 一 个 定 圆 外 切 且 与 另 一 个 定 
圆 内 切 时 , 动 圆 圆 心 的 轨迹 应 该 是 : 以 两 定 贺 
的 圆心 为 焦点 , 以 定 圆 直径 为 定 长 的 一 个 椭圆 
(不 含 交点 4、B); 

(2) 当 动 圆 与 两 定 圆 外 切 时 , 动 圆 圆心 的 轨 
迹 应 该 是 : 以 两 定 圆 的 交点 为 端点 的 射线 AD、 
BC (不 含 交点 4、B); 

(3) 当 动 圆 与 两 定 圆 内 切 时 , 动 圆 圆心 的 轨 
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关于 传 球 问 题 的 研究 性 学 


276700 山东 省 临 沫 一 中 李 锦 旭 英 荣 国 276700 


一 、 问 题 背景 
山东 临沂 市 2005 年 1 月 份 高 三 模拟 考试 卷 
中 有 一 道 关 于 传 球 问题 的 试题 : 
三 人 相互 传 球 , 由 甲 开始 发 球 , 并 作为 第 
一 次 传 球 , 经 过 5 次 传 球 后 , 球 仍 回 到 甲 手中 ， 
则 不 同 的 传 球 方法 的 种 数 是 RR ( ) 
(A)6; (B)8; (0)10; 





和 IAT rr rr rr rr 


迹 应 该 是 : 以 两 定 圆 的 交点 为 端点 的 直线 AB 
(不 含 交点 A、B). 
2. 两 定 圆 外 切 时 ( 见 图 7). 
与 两 贺 都 外 切 或 都 内 切 、 | 
和 上 本 
ji 号 一 画 内 切 、 另 一 加 外 切 
图 7 

(1) 当 动 圆 与 一 个 定 圆 外 切 且 与 另 一 个 定 
圆 内 切 时 , 动 圆 圆 心 的 轨迹 应 该 是 : 过 两 定 圆 
的 圆心 的 直线 O1O2 (不 含 切 点 4 和 两 定 圆 的 
圆心 0O1、0， 点 ); 

(2) 当 动 圆 与 两 定 圆 外 切 及 动 圆 与 两 定 圆 
内 切 时 , 动 圆 圆心 的 轨迹 应 该 都 是 : 过 切 点 垂直 
于 两 定 圆 圆心 连 线 的 直线 CD (不 含 切 点 4). 

人 ( 见 图 8). 

A 


IR 


一 一 与 - 圆 内 切 、 郧 一 圆 外 切 


图 8 
(1) 当 动 圆 与 一 定 圆 外 切 且 与 另 一 个 定 圆 
内 切 时 , 动 圆 圆心 的 轨迹 应 该 是 : 以 两 定 圆 的 


山东 省 临 沭 二 中 熏 超 


本 题 主要 考查 排列 组 合 中 的 计数 问题 , 当 
时 我 校 学 生 的 得 分 情况 并 不 理想 , 笔者 所 任教 
班级 为 实验 班 (学生 的 成 绩 普遍 较 好 ), 但 是 选 
择 正确 答案 (C) 的 仅 为 30%, 其 余 选 项 基本 平 
均 . 进一步 调查 发 现 , 大 多 数 同学 没有 明确 的 
解 题 思 路 , 有 的 根本 就 不 理解 题 意 ; 有 的 只 会 
使 用 列举 法 进行 直观 列举 , 但 不 能 按 一 定 顺 序 


和 和 AAAIN~N 


圆心 为 焦点 , 以 定 圆 直 径 为 定 长 的 一 个 双 曲 线 ; 
(2) 当 动 圆 与 两 定 圆 外 切 及 动 圆 与 两 定 圆 
内 切 时 , 动 圆 圆心 的 轨迹 应 该 都 是 : 两 定 贺 
心 连 线 的 垂直 平分 线 CD. 
(二 ) 两 圆 为 同心 圆 时 ( 见 图 9). 








(1) 当 动 圆 与 小 定 圆 外 切 且 与 大 定 圆 内 切 
时 , 动 圆 圆心 的 轨迹 应 该 是 : 以 两 定 圆 的 圆心 
为 圆心 , 以 大 定 圆 半径 与 小 定 圆 半径 的 和 为 直 
径 的 圆 ; 

(2) 当 动 圆 与 两 定 圆 都 内 切 时 , 动 圆 圆心 的 
轨迹 应 该 是 : 以 两 定 圆 的 圆心 为 圆心 , 以 大 定 圆 
半径 与 小 定 圆 半 径 的 差 为 直径 的 圆 . 

问题 总 算 圆满 解决 , 同学 们 和 我 一 起 陶醉 
在 这 和 谐 、 辩证 、 统一 的 数学 美 之 中 . 我 说 : 感 
谢 错 误 , 也 感谢 同学 们 大 胆 的 发 现 、 猜 想 、 类 
比 、 质 疑 , 更 感谢 同学 们 自己 解决 了 自己 提出 
的 问题 . 今天 你 们 是 好 样 的 , 明天 你 们 会 创造 
未 来 .” 
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将 所 有 情况 一 一 穷 斥 ,， 有 遗漏 现象 ; 选 (C) 的 同 
学 中 也 有 是 竹 对 的 , 其 实 并 不 真正 理解 题 意 ; 绝 
大 多 数 同学 缺少 转化 问题 的 意识 , 不 能 通过 联 
想 已 经 解决 的 熟悉 问题 来 建立 数学 模型 求解 ， 
表现 出 抽象 思维 的 贫乏 与 薄弱 . 事实 上 , 对 这 
种 似乎 是 非常 规 性 的 问题 , 往往 难以 用 常规 题 
型 的 通常 解法 去 顺利 解答 ; 我 感觉 这 是 一 道 极 
具 思 维 训练 价值 的 好 题 , 值得 深入 研究 , 于 是 
组 织 学 生 进行 研究 性 学 习 . 

二 、 分 组 讨论 多 向 求解 

师 (简要 介绍 做 题 情况 与 试题 特点 后 ): 这 
真是 一 道 难题 吗 ? 同学 们 能 用 所 学 过 的 相关 
知识 与 方法 来 求解 吗 ? 

留 给 学 生 充 分 独立 思考 、 探 索 和 自由 交流 
讨论 的 时 空 . 将 学 生 讨 论 的 结果 归 类 如 下 : 

1. 将 传 球 路 线 一 一 列举 , 进行 直观 求解 : 

生 1: 考虑 传 球 次 数 不 多 , 可 用 枚 举 法 画 出 
详细 树 状 图 (图 1), 甲 先 传 球 给 乙 ( 上 面 的 一 条 
道路 ) 到 最 后 回 到 甲 手中 , 共有 五 种 传 球 方法 ; 
同 理 甲 先 传 球 给 丙 , 由 对 称 性 可 知 也 有 五 种 传 
球 方法 ; 故 共有 10 种 传 球 方法 . 


丙 一 乙 











站 ZN、 po 
甲 一 - 乙 WZ 本 甲 了 了 站- 非 间 
AN i A 2 
网 
图 1 图 2 


生 2: 由 于 球 开始 和 结束 都 在 甲 手中 , 因此 
球 第 一 次 传 出 后 及 最 后 一 次 传 出 前 必须 不 在 
甲 手 中 , 不 妨 把 乙 、 丙 统称 为 “ 非 ”( 意 为 非 甲 )， 
故 只 要 确定 中 间 几 次 传 球 的 情况 即 可 . 传 球 线 
路 如 图 2, 图 中 “一 ”表示 传 球 方向 ,“ 一 ”之 上 所 
附 数字 表示 对 应 于 此 步 的 传 球 方法 数 . 

所 以 , 本 题 传 球 不 同方 法 数 是 2x 1 x 2 x 
lxl+2xlxlxlxl+2xlxlx2x 
1 = 10. 

2. 与 已 有 知识 结构 联系 , 建 模 求解 : 

生 3: 联想 到 2003 年 新 课程 卷 文科 高 考试 
题 第 16 题 : 将 3 种 作物 种 植 在 并 排 的 5 块 试验 
田 里 , 每 块 种 植 一 种 作物 且 相 邻 的 试验 田 不 能 
种 植 同一 作物 , 不 同 的 种 植 方法 共有 _ 种. 
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可 以 将 本 题 进行 等 价 转化 为 涂 色 模型 : 相 
当 于 给 图 3 六 个 方 格 涂 红 、 黄 、 蓝 三 种 颜色 ， 
要 求 第 1、6 两 格 涂 红色 ， 每 个 方 格 涂 一 种 颜 
色 , 并 且 相 邻 的 两 个 方 格 涂 不 同 的 颜色 的 方法 
种 数 . 分 类 讨论 如 下 : 


加 加 回国 回回 








图 3 

针对 红色 还 可 涂 在 [3| 或 [4] 当 中 , 分 三 种 
情况 : 
(1) 若 [3] 涂 红色 , 则 [4|、[5] 只 能 涂 黄 、 蓝 
两 色 , 有 .42 种 方法 , 而 | 2] 只 能 选择 黄 、 蓝 两 色 
之 一 , 有 候 种 方法 , 由 乘法 原理 知 有 .43 .43 = 
4 种 方法 ; (2) 若 [4| 涂 红色 , 同 理 有 4 种 方法 ; 
(3)[3]. [4] 都 不 涂 红色 , 则 只 能 在 [2|、[4 选 
涂 一 种 颜色 , 在 [3|、[5] 涂 另 一 种 颜色 , 有 A3 
种 方法 ; 综 上 , 共有 24243 十 42 = 2x4 十 2 一 
10 种 方法 . 

生 4 改变 问题 的 叙述 形式 , 就 成 为 很 熟悉 
的 排 数 模型 : 

用 1、2、3 三 个 数字 排 成 6 位 整数 , 要 求 首 
位 和 来 位 排 1, 且 任 意 相 邻 的 两 数码 不 相同 , 可 
以 得 到 多 少 个 不 同 的 6 位 整数 ? 

解 略 . 

三 、 进 一 步 探究 

师 : 上 述 4 位 同学 的 4 种 解法 具有 一 定 的 代 
表 性 , 如 何 将 问题 及 其 解答 向 一 般 情况 推广 , 来 
进一步 揭示 问题 的 规律 , 认识 问题 的 本 质 呢 ? 

生 5: 将 此 问题 向 一 般 情况 引申 , 有 

推广 1 甲乙 丙 三 个 人 相互 传 球 , 由 甲 开 
始 发 球 , 并 作为 第 一 次 传 球 , 经 过 n 次 传 球 后 ， 
球 又 回 到 甲 手中 , 则 不 同 的 传 球 方法 有 多 少 种 ? 

问题 一 经 引 向 一 般 , 上 述 4 种 具体 解法 就 
难以 完全 套用 ! 但 是 可 以 受 其 方法 的 启发 一 
引导 学 生发 现 问题 背后 的 规律 . 

生 6: 设 经 过 n 次 传 球 后 , 球 在 甲 手中 的 不 
同方 法 有 an 种 , 球 不 在 甲 手中 的 不 同方 法 有 如 
种 , 则 有 : @ ol = 0, 经 过 nn 次 传 球 后 共有 2” 
种 不 同 的 传 球 方法 ; 
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@ 经 过 n 次 传 球 后 要 么 在 四 手中 , 要 么 不 
在 , 可 得 2” = an 十 bn; 

@ 第 n 一 1 次 传 球 后 , 球 在 甲 手中 , 则 下 一 
次 必 不 在 甲 手中 ( 甲 传 出 去 有 两 种 可 能 ); 第 7 一 
1 传 球 后 , 球 不 在 甲 手中 , 则 下 一 次 可 以 传 到 甲 
手中 ( 乙 可 以 传 给 甲 或 丙 , 两 可 以 传 给 甲 或 乙 ， 
各 有 两 种 可 能 ); 

@ 经 过 nn 次 传 球 后 , 球 在 甲 手中 有 a 种 
方法 , 等 于 第 n 一 1 次 传 球 后 球 不 在 甲 手中 的 
方法 数 b0%_1, 即 an = bn_1, 且 an_1 十 bn_1 二 
22 1. 所 以 an = 二 2% 1 一 ani. (i) 

这 是 此 数列 的 递 推 关系 式 , 结合 = 0 可 

(cr = 一) 于 是 数列 

















A 上 且 — 
Qn = 
伍 3 


fe 守 ) 是 首 项 为 了, 公 比 为 -1 的 等 比 
数列 即 wm 一 二 = 
27 + (1)".2 


评注 : @ 对 回 式 学 生 给 出 多 种 转化 方式 , 
如 (全 变形 为 名 本 二 .加 =, 即 细 革 一 
和 全- 
为 公 比 , 以 皇 -3 = -3 为 首 项 的 等 比 数列 

(b) 由 的 式 可 得 ei1 = 2 -an 两 式 相 
减 得 an+1 一 an_1 = 2”-1. 再 分 奇偶 项 求解 后 
合成 即 可 . 

原 题 的 解 即 为 us = 10. 当然 , 也 可 推 知 球 
不 在 甲 手中 有 25 - 10 = 22 种 方法 ; 根据 等 可 
能 性 , 传 到 乙 、 两 手中 各 有 11 种 情况 

@ 近 阅 文 目 正好 是 上 述 推广 1, 所 给 解法 
即 上 述 (a). 

生 7: 改进 生 3 的 涂 色 模型 , 把 图 3 中 [1]9| 
粘 起 来 , 并 作 推 广 , 如 图 4 


二 -全 





2 5 
3 x ( Da 解 得 a = 
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传 球 从 甲 开 始 , 相当 于 区 域 1 只 涂 固定 颜 
色 ( 如 红色 ), 现 假设 可 任意 涂 色 , 则 区 域 1 可 有 
3 种 涂 法 , 其 它 区 域 都 各 有 2 种 涂 法 , 但 区 域 n 
与 区 域 1 有 两 种 情况 : 同色 与 异 色 . 同色 相当 
于 合并 , 为 3aw_1, 异 色 正好 为 3an. 

故 3av =3.2"-1 一 3a，1, 即 av 十 al 一 
2" (下 咯 )， 

评注 : 生 6、7 的 解法 均 较 为 简捷 , 建 模 意 
识 强 , 确 有 创意 ! 

生 8: 将 此 问题 再 推广 , 可 有 

推广 2 甲乙 丙丁 四 个 人 相互 传 球 ， 由 甲 
开始 发 球 , 并 作为 第 一 次 传 球 , 经 过 n 次 传 球 
后 , 球 又 回 到 甲 手 中 , 则 不 同 的 传 球 方法 有 多 
少 种 ? 

生 9: 直观 列举 , 归纳 概括 找 规律 : 

列 出 传 球 的 树 状 图 如 图 1, 观察 此 图 易 得 
如 下 结论 : 








0 | ol | rl 6r | 


观察 上 表 , 可 总 结 概括 传 球 规律 :下 一 次 某 
人 的 种 数 为 他 前 边 男 几 人 传 球 种 数 之 和 . 于 是 
对 于 甲 来 说 , 其 传 接 球 规律 为 

| ”| 经 n 次 传 球 后 回 到 甲 竹中 的 方法 数 an | 


3 (0 十 了 





























四 次 | 37 一 (21 一 1) 一 (21 一 1) 


35 一 (60 十 1) 一 (60 十 1) 一 (60 十 1) 
| 
综 上 可 得 结论 : 当 nn 为 偶数 时 , an 二 3" 一 











(an—D)—(en 1) —(an—1), on = 一 二 
当即 为 奇数 时 , an 一 3" 一 (an 十 1) 一 (Qn 二 
oy 一 
em a 3 
评注 :这 位 学 生 虽 未 给 出 严格 证 明 , 但 能 
进行 如 上 的 直观 列举 , 并 借 此 较 容易 地 发 现 问 
题 背后 的 规律 , 实 已 属 难得 ! 
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生 10: 由 传 球 规 律 可 知 , 要 使 第 nn 次 传 球 
回 到 甲 手 中 , 则 第 n 一 i 不 在 甲 





手中 , 易 得 on = 3"-1 一 an_1(n > 2). 于 是 ， 
进行 迭代 求解 , 有 
Qa, 三 一 32 一 ! 一 an_ 1 = 372 一 1 二 37 一 ?2 下 


Qn_2 = 
wn 为 侦 数 时 om 一 3" 开 一 3 一 .十 
Ca 
当 n 为 奇数 时 , an = 3"-1 一 3?-2 一 … 十 
(1)"-3.32— a2 = 3 


保 让 清风 三 2 

生 11 (归纳 _ 猜想 _ 诈 明 ):3 次 传 球 后 , 若 
球 传 回 甲 手中 , 则 第 1、2 次 接 球 的 是 乙 丙 丁 三 
人 中 的 两 人 , 目 有 次 序 , 故 o = 好 = 6 = 
一 3， 经 4 次 传 球 后 , 若 球 传 回 甲 手中 , 则 
有 以 下 两 种 情况 : 第 2 次 没有 传 给 甲 :3 x 2 x 
2 = 12, 第 2 次 传 给 甲 :3 x 1 x 3 = 9, 故 ou = 

34 十 3 

12+9= 21= i ， 猜 想 : a,，= 
3" 十 (1Dn .3 


证 明 用 数学 归纳 法 . 
(1) 当 n == 2 时 , 由 a2 = 3 知 结论 成 立 ; 

i (2 人 二 上 时 命题 成 立即 wk = 
3 十 CD 3 刚 当 交大 二 1 时 , 传 第 5 二 1 
次 回 到 甲 的 手中 , 不 管 第 次 是 否 传 到 甲 的 手 
中 , 共有 3* 种 方法 . 而 第 次 传 到 甲 的 手中 的 
方法 恰好 为 ak, 于 是 

Qk+1 Ee te + 三 
35+1 十 (二 TD)zH1.3 


即 猜想 对 = 大 十 1 也 成 立 . 

由 (1)、(2) 两 步 可 知 , 猜想 对 任意 < N* 
都 成 立 . 

生 12: 将 此 问题 一 般 化 , 有 

推广 3 mm(m 之 3) 人 相互 传 球 , 由 甲 开始 
发 球 , 并 作为 第 一 次 传 球 , 经 过 nn 次 传 球 后 , 球 
仍 回 到 甲 手 中 , 则 不 同 的 传 球 方法 的 种 数 是 多 


少 ? 





)” .3 
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简 析 : Cm 不 难得 到 
a (me) (0 i 
并 且 出 现 了 建立 递 挫 关 系 式 on 十 an = (7 
1)”(ai = 0) 后, 用 多 种 方法 求 wn、 概率 模型 
法 等 多 种 证 法 ; 这 里 摘 取 并 不 “简捷 ” 却 有 趣味 
的 几 种 解法 . 

生 13: 甲 传 给 非 甲 的 情况 共有 m 一 1 种 , 非 
人 和 直人 全 2 种 非 传 给 甲 只 有 1 种 ， 即 


2 非 字 非 二 二 非 一 且 . 
— 








甲 一 全 非 二 
n 一 2 次 

按照 在 这 nn 次 传 球 过 程 中 甲 总 共 触 球 的 次 
数 进行 分 类 , 可 有 以 下 情况 : 

(1) 甲 共 触 球 2 次 即 只 有 第 一 次 传 出 和 最 
后 一 次 接 球 (中间 不 接 传 ), 这 时 非 与 非 共 传 球 
n 一 2 次 , 可 得 传 球 次 数 为 

N2 = (m— 1)(m— 2)" 3?; 

(2) 甲 共 触 球 3 次 , 即 除 首 末 两 次 外 , 中 间 
多 了 一 次 触 球 机 会 , 这 相当 于 甲 去 蔡 换 其 中 一 
个 " 非 ”, 当然 , 两 头 的 '“ 非 ?除外 , 而 中 间 非 与 非 
之 间 共 进行 n 一 2 次 相互 传 球 , 所 以 可 以 看 成 有 
n 一 1 个 ”在 中 间 位 置 , 故 甲 可 以 替换 的 “ 非 ” 
有 (n 一 1) 一 2 二 nn 一 3 个 , 即 这 时 情况 总 数 为 

Ns = Ci_3(m— 1) (mo— 2)"™,; 

(3) 甲 共 触 球 4 次 , 当 传 球 n(n > 6) 次 时 ， 
从 nn 一 3 个 位 置 中 选 2 个 甲 , 但 得 排除 甲 两 两 相 
邻 的 情况 n 一 4 种 , 故 这 时 的 情况 数 为 C2_s 一 
(n 一 4) = C2_y. 于 是 总 数 为 

N=02 (mo— 1 (mo— 2)"-6 

(4) 甲 共 触 球 i 次 (i 为 甲 最 多 触 球 次 数 ). 

@ 当 nn 为 奇数 时 , 甲 最 多 触 球 i 二 了 一 


S nO—1 Pk 
次 , 这 时 总 数 为 Ni = 一 6 一 (m 一 1)”s 
2); 








(mm 一 


2 了 次 





@ 当 n 为 偶数 时 , 甲 最 多 触 球 次 , 这 
时 总 数 为 Ni = (m 一 1)3. 

于 是 , 传 球 的 总 方法 数 为 

an = Ns++ Ni = (moO—1)(m-— 
2 0 全 二 
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1)3(m— 2 +C3_s(m—1) (mo—2)" 十 


一 一 (m 一 1) 二 (m 一 2),n 为 奇数 








a 2 

这 里 上 式 的 通 项 为 Ni42 一 Ch pp (m 一 
1)*+1(m 到 2)7 一 2(RT 1)， 大 三 0, 1 2 ,一 
3。 (为 再 数 由 ,= 全;n 为 偶数 时 ,i 一 
nn 十 2 

下 

可 以 证 明 ， 

本 (mC— "+(-D)".(m—1) 

EN*( 略 ). 


评注 : 生 13 的 解法 确实 不 够 简捷 , 但 却 提供 
了 另 一 类 解决 此 问题 的 思路 ,构建 的 数列 {Nk} 
也 有 一 定 的 实用 价值 

生 14: 借鉴 生 7 的 方法 , 建立 涂 色 模 型 如 图 
4 见 个 人 2 m 种 不 同 颜色 , 传 几 次 球 ， 
在 又 个 彼此 相连 的 区 域 1, 2, 3, …, nn 内 涂 色 ， 
且 任 何 相 邻 的 2 个 区 域 涂 不 同色 . 则 可 将 推广 
3 改 述 为 

推广 3 用 m(m > 2) 种 不 同 的 颜色 , 给 
图 5 中 史 个 区 域 1, 2, .…,n 涂 色 , 要 求 任意 2 个 
相 邻 区 域 涂 不 同 颜色 , 目 规定 区 域 1 只 涂 一 种 
指定 颜色 (如 红色 ), 则 不 同 的 涂 色 方 法 有 多 少 
种 ? 





简 析 : 可 以 推测 

man = (mC—1)"+(-1)"(m—1). 

事实 上 , 假设 区 域 1 不 固定 只 涂 一 种 颜色 ， 
可 任意 选 涂 , 记 符合 要 求 的 涂 色 方法 为 An,(= 
man) 种 , 则 区 域 1 有 mn 种 涂 法 , 其 他 区 域 均 各 
有 m 一 1 种 涂 法 . 分 成 两 类 : @ 是 区 域 n 与 区 
域 1 涂 同色 , 相当 于 将 这 2 个 区 域 合并 成 1 个 区 
域 共 n 一 1 个 区 域 , 这 样 符合 要 求 的 涂 色 种 数 
为 4n_1; 四 是 区 域 n 与 区 域 1 涂 不 同色 , 则 有 
An, 
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种 , 故 有 

4 二 4 一 mm 一 Tc 大 一 2 3， 
2 

于 是 (1)*Ap— (1)*-1Ap_1=—m(l— 
m)*- 1, 令 一 3, …,n 求 和 得 


(—1)”A, nn 42 
a OD As (=) A 


—m 》 (1 —m)*-! 

k=3 

= (1—m)"— (1—m)’, 

An = (m1)" 十 (--1)”(m 一 1), 即 

mn) 

注 :2001 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 :如 图 6, 在 
正六 边 形 的 6 个 区 域 栽种 观赏 植物 , 要 求 同 一 
区 域 种 同一 种 植物 , 相 邻 的 2 个 区 域 种 不 同村 
物 . 现 有 4 种 不 同 植物 可 供 选 择 , 则 有 种 


” 
9 


图 6 

此 题 是 推广 3 的 特例 : 

Ae = (4—1)° + (—1)°(4— 1)= 732. 

进一步 , 受 推 广 3 启发 ,有 

推广 4 用 m(m > 2) 种 不 同 颜色 , 给 图 7 
中 nv 十 1 区 域 2, 1, 2, .…, n 涂 色 , 要 求 任意 2 
个 相 邻 区 域 涂 不 同 颜 色 , 则 不 同 涂 色 方法 有 多 
少 种 ? 


3 


图 7 
简 析 : 设 符合 要 求 的 涂 色 种 数 为 Bn， 则 
区 域 有 m 种 涂 法 , 其 他 nn 个 区 域 均 与 区 域 
(下 转 第 8-45 页 ) 
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一 党 圆锥 曲线 习题 课 的 意外 探索 


437100 济 北 省 加 南 高 中 张 必 平 


不 可 小 视 我 们 的 学 生 , 他 们 对 数学 的 感悟 
已 经 不 仅仅 限于 课堂, 而 会 在 任何 一 个 你 不 经 
意 的 时 刻 , 狸 不 及 防 地 跃然 而 至 . 不 久 前 的 一 
堂 习 题 课 上 , 我 又 一 次 领略 . 

师 :本 节 课 我 们 继续 探讨 直线 与 圆锥 曲线 
位 置 关系 问题 , 请 看 下 面 一 道 例题 . 

例 (2004 年 高 考 天 津 卷 第 22 题 ) 顶 圆 的 
中 心 是 原点 0, 它 的 短 轴 长 为 2V2 相应 于 焦 
点 FE(c,0) (c > 0) 的 准 线 ! 与 z 轴 相交 于 点 4， 
IOF| = 2|FA|, 过 点 4 的 直线 与 椭圆 相交 于 
P、@Q 两 点 

(D 求 椭圆 的 方程 及 离心 率 ; 

(D) 若 0P .O06 = 0, 求 直线 PQ 的 方程 

(四 设 45 = 和 AO (和 > 1), 过 点 PP 是 平 
行 于 准 线 1 的 直线 与 椭圆 相交 于 另 一 点 M, 证 
明 FM = 一 和 PQ. 

第 I 小 题 比 较 简单 , 不 一 会 儿 , 便 有 许多 同 
学 计算 出 了 正确 二 果 , 本 贺 的 方程 为 十 所 


6 
> J; 离心 率 e 


下 面 是 第 工 问 的 探究 过 程 . 

一 、 基本 思想 , 展现 通 法 

师 : 哪 位 同学 谈 谈 第 工 小 题 的 分 析 思 路 ? 

生 1:** OP.00=0, .OP 1 00, 

“kop:koe = 一 1 由 (DD 可 得 4(3,0), 设 
P(x1,Y1)、 Q(T2,Y2), 间伐 PQ : y = KZ 一 

3), 则 kopkoe = 二 一 二 一 1, 于 是 Zilz2 +1 

Vy1y2 = X172 + k(7z1 一 3. k(xz2 — 3) = 0, 即 
(1 二 AH2)zizo — 3k2(r1+r2)+ R=0. ©O 

以 下 联 立 直线 PQ 和 椭圆 的 方程 , 利用 判 
别 式 和 韦 达 定理 求解 . 

生 2: 直接 根 据 向 量 的 数量 积 , 便 有 





OP.00 = ZT172+ YYy2 = X17T2 + k(z1— 
3) .k(x2 一 3) = 0, 从 而 得 出 @ 式 . 

师 :很 好 ! 生 1 揭 示 了 问题 的 实质 一 相交 
弦 对 定点 的 张 角 问题 ; 生 2 利 用 向 量 知识 将 张 
角 解 析 化 , 节奏 更 明快 . 向 量 本 身 就 是 一 个 非 
常 好 的 解析 化 工具 , 本 题 设计 在 向 量 和 人 解析 几 
何 的 交汇 点 处 , 我 们 没有 必要 会 近 求 远 . 两 位 
同学 找到 了 @ 式 , 打通 了 我 们 的 解 题 思路 , 此 
后 呈现 的 是 一 种 模式 化 的 操作 . 下 面 就 请 同学 
们 “操作 ” 吧 . 

生 3( 计 算 能 力 非 常 好 的 一 位 同学 ): 虽说 此 
后 的 解 题 过 程 只 需 机 械 性 进行 , 但 计算 量 还 是 
有 点 大 . 

我 将 他 的 解答 投影 如 下 : 








y k(z — 3), 
全 拉杆 由 | 地 本 
人 


得 (362 十 1)z2 一 18k27 十 2712 一 6 一 0， 
依 题 意 A = 12(2 -3k?) > 0， 





V6 V6 
p= 区 
侍 3 人 
18 
人 3 ©@ 
27k2—6 
We 2 
将 四 、 图 代入 @ 上 整理 得 5k? = 1, 从 而 
a | 
5 3 
所 以 直线 PQ : x 一 V5y 一 3 = 0 或 x 十 
V5y—3=0. 


师 : 中 式 是 几何 条 件 代数 化 的 产物 , 它 的 
发 现 , 使 我 们 确信 我 们 已 经 找到 了 解 题 思路 , 然 
而 要 将 问题 彻底 解决 , 仍 要 费 一 番 周 折 , 这 也 
正 是 不 少 解析 几何 问题 的 一 大 特色 . 上述 解 
法 将 张 角 解析 化 , 然后 利用 判别 式 和 韦 达 定理 
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来 解决 问题 , 正 是 我 们 处 理 弦 对 定点 张 角 问题 
的 “ 通 法 ”. 

这 时 , 学 生 4 将 手轻 轻 举 起 . 

二 、 意外 错 解 , 辨析 错 因 

生 和 :第 I 小 题 的 答案 好 象 不 对 , 我 找到 了 
一 种 简单 解法 , 直线 1 的 斜率 应 该 等 于 土 0 

我 将 学 生 4 的 解答 投影 出 来 . 

解 :如 图 1, 当 PQ 在 x 轴 上 方 时， 

设 Q(V6cosw, V2 sin y), 

P (Veeos (p+ 7) , V2 sin (p+ 7))， 
即 P( 一 V6sin yp, V2cos yp), 其 中 2 为 锐角 . 由 


kaQ 二 ap, 得 











V2 sinw V2coswp 
V6cosp—3 —V6sinp—3 
6 
整理 得 cos p 一 sin op = ， 
注意 到 sin2 po + cos2 op = 1， 
V2—1 
得 cos p = ，Sin wp 一 
V2sing 1 
kaAQ = -一 一 一 一 -一 ， 
V6cosp—3 V6 


i ， 
所 以 直线 PQ : 2 一 i 3)， 即 z 工 
V6y—3=0. 














图 1 

意外 解法 带 来 了 一 个 全 新 结果 . 我 意识 到 
生 4 犯 了 一 个 概念 错误 , 又 担心 后 面 的 例题 没 
时 间 讲 , 犹豫 了 一 下 还 是 决定 让 学 生 去 探究 其 
中 的 错误 原因 . 

生 5( 立 即 指出 六 我 认为 他 的 第 一 步 设 点 就 
有 问题 . 椭圆 的 参数 方程 中 , 参数 % 表 示 离 心 
角 , 图 中 点 Q@ 的 离心 角 应 该 不 是 人 x0Q. 

生生 我 并 没有 指明 p = <zOQ 啊 , 我 认为 
《POQ = 90", 那么 点 P、Q@Q 的 离心 角 也 相差 
90°. 
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经 过 这 两 位 同学 的 “ 爆 炒 ”, 教室 内 的 气氛 
一 下 子 活跃 了 , 同学 们 不 由 自主 地 讨论 开 来 . 

师 :问题 的 关键 在 于 点 已 、Q 的 离心 角 是 
否 相差 90°. 让 我 们 向 课本 请 教 怎样 作出 点 书 、 
Q@ 的 离心 角 吧 .， (直接 给 出 结论 不 会 有 好 的 效 
果 , 其 结果 往往 是 “一 听 就 懂 , 过 后 就 忘 ”) 

我 挑选 了 坐 在 前 排 的 一 位 女生 的 作 图 , 投 
影 出 来 , 并 请 她 解释 . 

生 6: 如 图 2， 点 Q@ 的 离心 角 9 = 人 2ONW， 
点 忆 的 离心 角 = <YOM, 这 两 个 离心 角 相 差 
ZLMON < LPOQ = 90°. 

y 


图 2 

师 :很 好 ! 生 4 的 设法 虽然 不 对 , 但 使 我 们 
对 椭圆 参数 方程 中 离心 角 和 有 了 更 深刻 的 认识 ， 
感谢 生 4 的 错 解 , 为 我 们 提供 了 一 个 非常 好 的 
重新 认 知 离心 角 的 素材 . 

三 、 创新 解法 , 深入 探究 

正 准 备 开始 探求 第 夏 小 题 的 解法 ,………… 

生 7: 老 师 , 且慢 ! 我 将 生 4 的 设法 改进 了 
一 下 , 发 现 了 一 个 定 值 . 

设 Q(|OQ|cos0, |0Q|sin9), 

P (lop| COS (e+=) , |OP|sin (0+=)), 

即 P(-|OP|sin9, IOP|cos0), 其 中 0 


《TOQ 为 锐角 , 代入 椭圆 方程 得 
IOP|? sin? 0 训 IOP|*?cos*0 4 














Sl 





) 


6 2 
[OQ|? cos20 网 IOQ|? sin20 二 


》 


6 
1 i 1 sin20 SE cos20 
“IoPR? lo@ \ 6 2 


cos2 0 5!) 2 为 定 人 

利用 老 教材 中 极 坐 标的 知识 也 不 难得 出 这 
个 结果 , 学 生 7 受 错 解 启发 , 采用 类 似 极 坐标 的 
思想 方法 推出 这 一 定 值 , 着 实 令 人 称道 ! 
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师 : 这 个 发 现 真 棒 ! 可 是 本 题 最 终 要 求 直 
线 PQ 的 方程 , 这 个 发 现 有 利用 价值 吗 ? 

不 一 会 儿 , 生 8 要 求 发 言 . 

生 8: 我 将 上 述 定 值 变形 为 


IOP| .IOg| _v6 
VIPEPTHIOOE 2 


这 不 正 是 RtAOPQ@ 斜 边 上 的 高 吗 ? 因 此 
点 O 到 直线 PQ : y = k(z - 3) 的 距离 d = 
Ee 

RT 

师 : 所 隐 约 感觉 到 这 里 面 可 能 隐藏 着 一 个 
更 为 一 般 的 结论 ,………… | 

也 许 是 受到 精彩 解法 的 鼓舞 , 学 生 们 一 个 
个 跃跃欲试. 0 

生 8: 这 并 不 困难 ! 设 直线 /与 椭圆 访 可 志 
二 1(a > b> 0) 相 交 于 P、Q@ 两 点 , 有 OP 上 


OQ, 同 生 7 设 P、Q@ 两 点 的 坐标 , 则 
Oa en 0 + IOPl cos’0 
2 二 
[OQ cos20 IOQ|?sin*0 
eh 
2” =» 1 sin20 cos20 
“m+ (r+) 
cos20 sin20 1 1 
+( 人 )= 吉 + 充 
因此 , 椭圆 中 心 CN d = 
oPl"l0Q es 
OF TO 
结论 1 设 直线 /与 椭圆 三 + 护 - =1(a> 
b > 0) 相交 于 P、Q@ 两 点 ， HOP . OQ, 则 椭 
贺 中 心 O 到 直线 /的 距离 4 = i 
师 : 太 好 了 ! 这 _- 结 沦 揭 让 了 杭 国 中 纺 对 
中 心 张 直角 的 性 质 有 了 这 一 结果 , 回头 再 解 
第 工 小 题 , 可 谓 手 到 擒 来 啊 . 
原点 O 到 直线 PQ : y= k(x 一 J 
|3k| V6. V2 





























A 
所 以 直线 PQ 的 方程 为 一 V5y 一 3=0 
或 TY 二 V5y 一 3=0. 








此 时 教室 内 的 气氛 空前 热烈 , 而 我 却 在 考 
虑 是 总 结 一 下 转 入 第 五 小 题 的 分 析 , 还 是 进 一 
步 探 究 双 曲线 中 是 否 也 有 类 似 的 性 质 呢 ? 
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这 时 生 9 举 手 示 意 有 话 要 说 . 
四 、 逆 向 思考 , 再 掀 波 澜 
生 9: 在 “ 通 法 ?中 有 A_ > 0 来 保证 直线 
与 椭圆 相交 . 上 述 方法 利用 结论 1 解 题 似乎 
有 点 不 够 严密 由 OP 二 = 
ET 但 反 过 来 , 根据 a = -7 二 万 是 否 
能 保证 直线 1 与 椭圆 相交 并 且 OP 上 OQ 呢 ? 

是 啊 , 事实 上 这 是 一 个 逻辑 问题 , 也 就 是 
我 们 在 求 值 过 程 中 施行 的 是 否 是 等 价 转 化 , 否 
则 便 有 增 解 的 可 能 . 我 不 禁 赞 叹 , 虽然 上 述 解 
法 得 出 第 I 小 题 的 结果 似 无 疑义 , 但 其 思维 的 
严谨 性 很 令 人 赞赏 . 

我 在 黑板 上 写 下 了 结论 1 的 道 命题 , 作为 
结论 2, 请 同学 们 探 0 


结论 2 着 精 国 护 + 每 =1(a > b> 0 
的 中 心 O 到 直线 ;的 距离 4 二 于 


线 1 与 椭 国 相交 于 P、Q 两 点 ,和 O05 OQ. 
生 10: 由 于 d 一 -7 < 所 以 0 
点 在 1 上 的 射影 在 椭圆 内 部 (如 图 3), 因此 直线 
1 与 椭圆 相交 于 P、Q 两 点 ， 固 定 OP, 转动 
0Q, 0 到 直线 1 的 距离 4 在 变化 ， TR 和. 











观察 全 班 , 有 赞叹 者 , 然而 大 部 分 人 还 是 
显得 有 些 茫然 . 

师 : 生 10 对 于 OP 上 OQ 的 解释 很 机 智 , 但 
只 是 一 种 直 感 , 缺少 必要 的 逻辑 证 明 . 这 是 一 
个 图 形 定 位 问题 , 大 家 不 妨 先 回 忆 一 下 初中 平 
面 几何 里 是 怎么 处 理 这 类 问题 的 . 

过 了 一 会 儿 , 还 是 生 10 站 起 来 : 

如 图 4, 假设 OP 不 垂直 于 OQ, 过 原点 O 
作 强 RS 上 OP, 由 结论 1, 点 0 到 PR、PS 的 


2005 年 第 8 期 


数学 教学 3-29 


研究 性 数学 问题 的 类 型 与 功能 


226100 江苏 省 海门 中 学 汤 文 稻 


一 、 研究 性 数学 问题 的 基本 内 涵 

随 着 新 课程 改革 的 不 断 深入 , 一 类 加 新 的 
题 型 -一 研究 性 问题 以 其 新 颖 、 独 特 、 前 卫 的 
特点 内 亮 登 场 , 频频 出 现在 各 地 中 考试 卷 中 , 异 
彩 纷呈 , 成 为 中 考 命题 的 焦点 之 一 . 这 类 题 以 
新 情境 、 新 概念 、 新 知识 、 新 方法 为 载体 出 现 ， 
提供 有 关 数 学 知识 、 数 学 方法 、 数 学 规律 、 生 
活 知识 、 生 产 实际 等 各 方面 的 信息 , 要 求 通 过 
对 给 定 信息 的 分 析 、 整 理 、 开 发 与 研究 , 然后 
加 以 应 用 . 它 寓 研究 性 、 抽 象 性 、 膛 辑 性 、 应 
用 性 于 一 体 , 其 总 的 特征 是 :情境 新 、 立 意 高 、 
设计 巧 、 方 法 活 、 考 知识 、 考 方法 、 考 能 力 、 





mrOrrOrOrOrOrOrOrOrOrOrrrr rr rr rr rr 


ab eR 
202 
直线 PQ@、PR、PS5 都 与 圆 妆 十 刀 = 万 


相 切 , 矛盾 . 因此 OP 1 OQ. 
y 








许多 学 生发 出 了 由 圳 的 赞叹 声 , 这 时 下 课 
铃 响 了 . 

我 出 了 两 道 思 考题 , 请 大 家 课 后 思考 . 

思考 题 : 

1. 将 结论 1 和 结论 2 合成 一 个 命题 , 可 以 
得 到 椭圆 的 弦 对 中 心 张 直角 的 性 质 . 请 探究 双 
曲线 的 弦 对 中 心 张 直角 是 否 也 有 类 似 的 性 质 ? 

2. 请 找 两 道 应 用 上 述 性 质 的 习题 并 予以 解 
答 . 





考 素质 、 考 潜能 . 本文 以 近年 中 考试 题 为 例 ， 
就 其 常见 类 型 与 教育 功能 作 一 阐述 . 

二 、 研究 性 数学 问题 的 类 型 

就 研究 的 对 象 而 言 , 研究 性 问题 可 分 为 以 
下 几 类 : 

1. 研究 规律 

这 类 题 中 的 信息 提供 的 是 一 种 规律 , 但 这 
些 规律 隐 含 在 题目 中 ,有待 挖掘 、 发 现 , 一 般 
要 求 通过 研究 把 规律 归纳 出 来 , 才能 解决 相关 
问题 . 解 题 的 关键 是 具有 较 强 的 观察 能 力 、 归 
纳 概括 能 力 , 它 可 考查 思维 的 深刻 性 . 

题 1 (2004 年 徐州 市 ) 下 面 图 形 是 由 边 长 





和 TAT 


第 二 天 , 我 收 到 了 下 面 两 个 定理 和 它们 应 
用 的 不 少 习题 . 
Z2 人 
b > 0) 相交 于 P、Q 两 点 , 则 OP 上 OQ 的 充 
要 条 件 是 椭 贺 中心 0 到 直线 /的 距离 为 d = 
a 


定理 2 直线 /与 双 曲 线 误 一 三 一 1(4 > 
0,b > 0) 相交 于 P、Q@ 两 点 , 则 

(1) 当 5 > a > 0 时 OP 1 0Q 的 充 
要 条 件 是 双 曲 线 中 心 O 到 直线 1 的 距离 4 - 

QO 


(2) 当 a > > 0 时 , 不 可 能 有 OP 上 0Q. 

证 明和 定理 1 类 似 , 略 . 

整整 一 节 课 , 一 道 例 题 的 第 五 小 题 还 没 来 
得 及 开讲, 何其 少儿 ! 何况 还 打 乱 了 我 原 定 的 
计划 , 确实 有 些 遗 憾 . 可 仔细 一 想 , 同学 们 这 样 
乐于 讨论 和 探索 问题 , 这 是 一 种 多 么 可 贵 的 氛 
围 . 如 此 看 来 这 节 课 的 收获 又 是 何其 大 也 ! 





8-30 
为 1 的 正方 形 按 照 某 种 规律 排列 而 成 的 : 
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(1) 大 给 机 器 人 下 指令 [4 60"]， 则 机 器 人 





应 移动 到 点 _; 














[ [ 
| | 
4H 四 了 和 HH 日 
图 1 图 2 图 3 


(1) 观 察 图 形 , 填写 下 表 : 
| 正方 形 个 数 | 8 | 13 | 18 | 

(2) 推测 第 nw 个 图 形 中 正方 形 个 数 为 __， 
周 长 为 。_ (用 含 n% 的 代数 式 表 示 ). 

(3) 这 些 图 形 中 , 任意 一 个 图 形 的 周 长 y 与 
它 所 含 正 方形 个 数 z 之 间 的 函数 关系 式 是 __. 

简 解 : (1) 见 表 ; (2) 5n 十 3，10m 十 8; (3) 
4 一 27 十 2. 

2. 研究 方法 

这 类 题 中 的 信息 提供 的 是 解决 问题 的 方 
法 , 一 般 要 求 通过 阅读 、 研究 , 把 所 方法 , 并 把 
这 一 方法 加 以 和 运用、 推广. 延伸 等 , 解决 问题 的 
数学 方法 是 类 比 , 它 可 考查 知识 的 迁移 能 力 . 

题 2 (2004 年 甘肃 省 ) 阅 读 下 面 材料 并 解 
答 问 题 : 将 直线 1 : y=2z 一 3 向 右 平移 3 个 单位 ， 
再 向 上 平移 1 个 单位 , 求 平移 后 直线 解析 式 . 

解 : 在 直线 ! 上 任 取 两 点 A(1, 一 1)、 
B(0, 一 3), 点 4、B 分 别 向 右 平移 3 个 单位 , 再 
向 上 平移 1 个 单位 各 得 4'(4,0)、B'(3, 一 2), 从 
而 平移 后 直线 的 解析 式 为 y = 27 一 8. 

根据 以 上 信息 解答 问题 : 求 把 抛物 线 y = 
一 22 十 2z 十 3 向 左 平移 1 个 单位 , 再 向 下 平移 
2 个 单位 后 所 得 的 解析 式 . 

简 解 : 原 抛物 线 顶 点 为 4(1,4), 两 次 平移 
后 得 4A'(0,2), 故 所 求解 析 式 为 y = 一 2? 十 2. 

3. 研 究 规 则 

这 类 题 中 的 信息 提供 的 是 一 种 规则 , 要 求 
通过 对 它 的 研究 , 熟练 运用 规则 正 向 、 逆 向 解 
题 . 它 可 考查 思维 的 灵活 性 . 

题 3 (2003 年 杭州 市 ) 根据 指令 [s, 4](s 
> 0, 0"<4<180?"), 机 器 人 在 平面 上 能 完成 下 
列 动作 : 先 原 地 逆 时 针 旋 转角 度 4， 再 朝 其 面 
对 的 方向 沿 直线 行走 距离 s. 现 机 器 人 在 平面 
直角 坐标 系 的 原点 , 且 面 对 z 轴 的 正方 向 . 



































(请 你 给 机 器 人 下 一 个 指令 使 其 
移动 到 点 (一 5,5). 

简 解 : 本 题 渗透 了 极 坐 标 观点 , 根据 规则 
易 得 : (1) (2,2V3); (2) (5V2, 135°). 

4. 研 究 性 质 

这 类 题 中 的 信息 提供 的 是 一 种 性 质 , 有 的 
直接 给 出 , 有 的 隐 含 在 题目 中 , 要 求 发 现 、 研 
究 性 质 , 并 巧妙 地 运用 性 质 解 题 . 它 对 学 生 的 


综合 素质 要 求 较 高 ,思维 跨度 大 , 可 考查 思维 
的 广阔 性 . 


题 4 (2003 年 厦门 市 ) 平 面 直角 坐标 系 中 
有 6 个 点 : 4(3, 3)、 B(1, 1)、C(9, 1)、D(5, 3)、 
五 (-1, 一 9)、 了 (一 2, 一 0.5)， 请 将 这 6 个 点 按 下 
列 要 求 分 成 两 类 , 并 写 出 同类 点 具有 而 另 一 类 
点 不 具有 的 一 个 特征 . (1) 甲 类 含 2 个 点 , 乙 类 











含 其 余 4 个 点 . 甲 类 :点 _，__ 是 同一 类 点 ， 
其 特征 是 . 忆 类 :点 ~， ， 


_ ”是 同一 类 点 , 其 特征 是  . 

(2) 甲 类 含 3 个 点 ， 乙 类 含 其 余 3 个 点 ， 甲 
类 :点 ，  ， 是 同一 类 点 ， 其 特征 是 
. 乙 类 :点 ，_ ，_ 是 同一 类 
点 , 其 特征 是 . 

简 解 : (1) 甲 类 : BB、f, 它们 都 在 第 三 象限 . 
乙 类 : 4、B、C、D, 它们 都 在 第 一 象限 . 

(2) 甲 类 : 4、C、 书 , 横 、 纵 坐标 满足 关系 
式 xy = 9. 乙 类 : B、D、 卫 , 横 、 纵 坐标 满足 
关系 式 Y = 0.57 十 0.5. 

题 5 〈2002 年 扬州 中 学 招生 题 ) 图 4 是 计 
算 机 装置 示意 图 A、B 是 数据 输入 口 , C 蚌 
计算 输出 口 , 计算 过 程 是 由 A、B 分 别 输入 自 
然 数 m、n, 计算 后 自然 数 大 由 CC 输出, 这 种 计 
算 机 装置 完成 的 计算 满足 以 下 3 个 性 质 : @ 寿 
A、B 均 输入 1, 则 输出 结果 为 1; @ 若 A 输 入 
任何 固定 的 自然 数 不 变 , B 输 入 自然 数 增 大 1， 
则 输出 结果 比 原来 增 大 2; @ 若 B 输 入 1, A 输 
入 自然 数 增 大 1, 则 输出 结果 为 原来 的 2 倍 . 试 
求 下 列 3 种 情形 的 输出 结果 分 别 为 多 少 ? 

(1) 若 A 输入 1, B 输 入 自然 数 n; 
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， ) 若 B 输 入 1 A 输入 自然 数 m; 


Se 


图 4 

简 解 : 记 输 出 数 为 C(m,nn), 则 由 3 个 性 

质 得 C(1,1)=1,C(m,n)= C(m,n—1)+2, 
C(m,1)= 2C(m— 1,1). 

I | n—1)+2= C0C(l,n— 
2) 十 = 0(1,1)+2(n—1)==1+ 
2n 1)=2n-1; 

(2) ue 1) = 2C(m—1,1) = 22:C(m— 
= 2"-10(1,1) = 2™-1; 

(3) nn =O(m,nom1)+2=C(m,n 
—2)+2x2=.……= OC(m,l1)+2(n— 1)=2-. 
Om FR=D) G(T 
2n—2=2"m 1+2n—2. 

5. 研 究 方案 

这 类 题 一 般 是 通过 研究 , 设计 出 符合 要 求 
的 某 种 问题 的 方案 ， 或 通过 对 给 从 定 方案 的 研究 ， 
评价 其 优 劣 , 并 改进 方案 . 它 对 比较 、 理 解 能 
力 要 求 较 高 , 可 考查 思维 的 批判 性 , 提高 优化 
意识 . 

题 6 (2003 年 安徽 省 ) 如 图 5 ~ 图 7， 这 
些 等 腰 三 角形 与 正三 角形 的 形状 有 差异 , 我 们 
把 它 与 正三 角形 的 接近 程度 称 为 " 正 度 "， 研 
究 正 度 ” 时 应 保证 相似 三 角形 的 “ 正 度 " 相 等 . 
等 腰 三 角形 的 底 和 腰 分 别 为 a、6b， 底 角 和 项 
角 分 别 为 a、B. 要 求 “ 正 度 ” 的 值 是 非 负 数 . 


0 
Q. CQ 
a 


图 5 图 6 图 7 
同学 甲 认 为 : 可 用 式 子 |a 一 0| 表 示 “ 正 度 ”， 
la 一 0| 的 值 越 小 , 表示 等 腰 三 角形 越 接近 正三 
角形 . 
同学 乙 认为 : 可 用 式 子 la 一 8| 表 示 “ 正 度 ”， 
la 一 人 9 的 值 越 小 , 表示 等 腰 三 角形 越 接近 正三 


Mo 
Mo 
| 
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角形 

探究 ，(1) 他 们 的 方案 哪个 较为 合理 ? 为 
什么 ? (2) 对 你 认为 不 够 合理 的 方案 请 加 以 下 
进 (给 出 式 子 即 可 ); (3) 请 再 给 出 一 种 衡量 "下 
度 "的 表达 式 

简 解 : (1) 乙 的 方案 较 合 更, la -8 的 
值 越 小 , aq、6 越 接近 60°, 等 腰 三 角形 越 接近 
正三 角形 , 目 能 保证 相似 三 角形 的 “ 正 度 "相等 
秆 的 方案 不 合理 , 不 能 保证 相似 三 角形 的 “下 
度 "相等 如 边 长 为 4、 小 2 和 8、8、4 的 两 个 
等 腰 三 角形 相似 , 但 |2 一 4 取 14 一 8|. (2) 甲 的 
4 、(k 为 正 数 ) 等 来 











表示 “ 正 度 "，(3) 还 可 用 |a ~ 60°|, |6 一 60°|、 
a+|68 一 120°|, [(a 一 60°)? 十 (8 一 60°)3] 等 来 
表示 “ 正 度 ”. 

6. 研 究 命 题 


这 类 题 常常 把 特殊 情形 的 结论 推广 为 一 般 
ee 体现 了 特殊 到 一 般 的 数学 思想 方 
去 ,命题 提供 的 思维 空间 广阔 , 求解 时 既 可 套 
1 题目 中 解决 特殊 情形 时 所 用 的 方法 , 也 可 运 
用 创新 方法 , 它 可 考查 思维 的 开放 性 及 探究 能 
力 、 创 新 能 
题 7 (2001 年 荆门 市 ) 观察 两 块 三 角 板 ， 
它们 有 一 个 共同 性 质 :Z4 = 2 和 ZB, 我 们 由 此 进 


行 思考 . 图 8 中 CD 为 高 ， Se AD | 7， BD 
A 

C Q 
即 o2 =c.BD. 


同 理 刀 = c.AD. 于 是 2 一 上 = c(BD 一 
AD)=¢ (e- 2) 一 引 =c(c—b) = c(25— 
b) = bc. 对 于 图 9, … o2 = 如 十 2,b = c, 故 也 
有 ao2 一 b= bc. 两 块 三 角 板 都 有 a? 一 b= 
bc. 在 人 4BC 中 , 如 果 一 个 内 角 等 于 男 一 个 内 
角 的 2 倍 , 我 们 称 这 种 三 角形 为 倍 角 三 角形 , 两 
块 三 角 板 都 是 特殊 的 倍 角 三 角形 . 对 于 任意 的 
倍 角 三 角形 , 上 面 的 性 质 仍 然 成 立 吗 ? 如 图 10， 
A4BC 中 , ZL4 = 2LB, 则 a? 一 如 == bec 是否 
正确 ? 请 证 明 . 
(下 转 第 8-9 页 ) 
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六 数 问题 致 错 的 “隐形 杀手 ” 


311811 浙江 省 诸暨 市 学 勉 中 学 部 天 平 


定义 域 作为 构成 函数 的 三 要 素 之 一 它 直 
接 制约 着 函数 的 解析 式 、 图 象 和 性 质 , 在 解 题 
过 程 中 若 忽视 定义 域 这 个 重要 条 件 , 将 导致 错 
解 . 现 对 用 类 题 型 作 扼要 的 剖析 如 下 

一 、 判 断 函数 关系 

例 1 判断 式 于 y = 及 二 地 + 
是 表示 忆 是 z 的 函数 " 吗 ? 

错 解 : y 是 z 的 函数 . 

剖析 : 由 于 函数 的 定义 域 是 非 空 的 数 集 , 而 

1— 0 
上 二 和 直人 0 一 ee 机 
数 定义 , 上 式 不 表示 狼 是 的 函数 '; 由 于 忽略 
了 函数 的 定义 域 是 非 空 集 而 导致 了 解 题 错误 ， 
二 、 求 函数 最 值 (或 值 域 ) 


Sin Z CoOS 2 














例 2 求 函数 y = Tenz rooz 的 人 
域 . 
错 解 : 令 SI V2, V2], 
sin x cos2 = 0 
1 
~(t2—1) 
Ee 全 全 全 入 让 
二 全 
y= 354- ne 四 
(VI 1) Sy< (V3) 
五代 为 | 一 3 


剖析 : 上 述 解 法 中 由 @ 向 @ 变形 中 , 应 
考虑 定义 域 的 变化 , 函数 式 @ 中 t = sinz 十 
cosZ 尖 一 1 .2 天 (1 一 1), 即 y 关 一 1, 所 
以 原 函 数 的 值 域 是 


二 U (= | 








三 、 求 函数 周期 
例 3 求 函数 y = 
错 解 :… 

人 一 


二 的 周期 ， 





一 一 一 一 tan27. 


2 
剖析 : 原 函 数 y = 


义 域 为 | 


一 一 解析 式 的 定 


zeRuz 关 7 十 工 目 7 天 kn 








+ 了 ' 有 EZ?， 而 运用 公式 后 所 得 函数 y 一 
tan22 的 定义 域 为 
semr3r+Thez), 

两 个 函数 的 定义 域 不 同 , 变形 后 忽视 了 定 
义 域 扩 大 致 错 . 因此 , 函数 的 最 小 正 周期 为 7. 

四 、 求 函数 单调 区 间 

例 4 求 函 数 f(z) = lg(4 
增 区 间 . 

错 解 : 令 上 = 4 一 一 则 y = lgt, 它 是 增 函 
数 . “t= 二 4 一 在 (一 00,0] 上 为 增 函 数 , 由 复 
合 函 数 的 单调 性 可 知 , 函数 jz) = lg(4 一 2?) 
在 (一 00,0] 上 为 增 函 数 , 即 原 函 数 的 单调 增 区 
间 是 (一 co, 0]. 

剖析 : 判断 函数 的 单调 性 , 必须 先 求 出 函数 
的 定义 域 , 单调 区 间 应 是 定义 域 的 子 区 间 . 正 
确 的 解法 应 先 确定 函数 的 定义 域 . 由 4 一 Z2 > 
0, 得 f(z) 的 定义 域 为 (一 2,2)， 由 此 可 确定 函 
数 jz) = lg(4 一) 的 单调 增 区 间 是 (一 2,0]. 

五 、 求 函数 的 奇偶 性 3 

例 5 已 知 函数 (2? 一 1) = 区 (二 ;): 
试 判断 f(z) 的 奇偶 性 

和 令 t= 二 一 1, 则 x2 一 上 十 1. .7 


= (H+), mle) = 2 fC) 


化 








一 22) 的 单调 递 
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综合 问题 展 评 


063600 河北 省 乐 亭 二 中 史 彩 玉 


数列 是 高 中 数学 的 重要 内 容 .根据 对 近年 
的 高 考试 卷 的 分 析 , 数列 是 每 年 必 考 内 容 之 一 ， 
并 且 常 和 函数 、 不等式、 方程 等 相关 内 容 交 汇 
在 一 起 进行 综合 . 由 于 新 教材 又 增加 了 导数 、 
向 量 等 新 内 容 , 使 数列 题 更 有 了 施展 的 舞台 .本 








文 直击 数列 的 综合 问题 , 将 题目 展示 给 读者 - 
te 
=ls = lg 一 /ov yj) 
为 奇 函 数 


剖析 : 由 于 函数 奇偶 性 是 建立 在 定义 域 关 
于 原点 对 称 的 前 提 下 的 . 即 首先 应 求 出 原 函 
数 的 定义 域 , 若 定义 域 不 关于 原点 对 称 , 则 原 
函数 为 非 奇 非 偶 函数 , 铬 定 义 域 关于 原 局 对 你 
则 再 用 奇偶 性 的 定义 判断 ， 此 题 由 3 一 
0, 即 z?2 > 2,. er 
的 定义 域 为 {zlz > 1} 不 关于 原点 对 称 , 所 以 
f(z) 为 非 奇 非 偶 函 数 . 

六 、 求 函数 的 反 函 数 

例 6 求 函 数 疙 z) = 一 V4 一 2 (-2 < 
x < 0) 的 反 画 数 . 

错 解 :由 f(z) = 1 一 v4 一 72?, 得 
= 1 一 y, 两 边 平方 


4 一 22 
导 72 二 3 十 2y 一 妈 ， 

”2<Z7z<0, 

.2 一 SS 

i 让 之 0, 得 -1 < y<<3, 故 原 
函数 的 反 函 数 是 

f-i(zx)=—V3+27r— 7 (1l<zx<3). 

剖析 :根据 反 函 数 的 定义 域 是 原 函 数 的 值 
域 , 由 原 函 数 的 定义 域 {1zl| 一 2 < x < 0}, 得 
y = 1 一 V4 一 怪 的 值 域 应 为 {y| 一 1 < vy < 
1}, 所 以 原 函 数 的 反 还 数 是 

fi(z)=—vV3+27—72 (1l1<7r&1). 


一 、 数列 与 方程 综合 

例 1 已 知 等 差 数 列 {aw} 的 公差 dq 隆 0, 对 
任意 n E N*, 都 有 an 去 0. 

(1) 求 证 :对 任意 ne N*, 所 有 方程 az? 十 
2an+1Z 十 an+2 二 0 均 有 一 个 相同 的 实数 根 ; 

(2) 若 a1 = qd 方程 awx? 十 2anjy17 十 an42 


和 TTA rr rr rr rr 


七 、 求 函数 解析 式 

例 7 已 知 f(Vzx 二 1) =Z 十 2V7Z, 求 函 数 
f(x) 的 解析 式 . 

错 解 : 令 上 = Vz 十 1, 则 Vx = 二 t+ 一 1,7 = 
(t=1) 

“. f(t) = (to 1)*+2(t 
“f(x)= x2 —1. 

剖析 :因为 f(Vz 十 1) = x 十 2Vz 隐 含 着 
i 之 0, 所 以 由 上 = Vz 十 1 得 t 之 1， 
“f(t) = 如 一 1 的 定义 域 为 t 之 1, 即 函 数 f(z) 
的 解析 式 应 加 上 定义 域 x > 1, 这 样 才能 保证 
转化 的 等 价 性 . 

八 、 求 函数 方程 或 不 等 式 

例 8 解 方程 Iog* li(z 十 5) = 2. 

错 解 : 原 方程 化 为 (7 一 1)? = z+5， .xz? 一 
37 一 4 二 0, .X= 二 4 或 $= 二 一 1," ee 
“二 4 和 X= 二 一 1 都 是 原 方程 的 根 

剖析 :对 解 函 数 不 等 式 或 方程 , 应 注意 到 原 
函数 的 定义 域 的 限制 条 件 , 此 题 虽 考虑 了 真 数 
大 于 零 , 但 忽视 了 对 数 底数 必须 大 于 零 日 不 等 
于 1 的 隐 含 条 件 , 使 求解 的 范围 扩大 , 产生 增 
根 , 正确 的 解 应 为 x = 4. 

综 上 可 知 , 考察 函数 的 定义 域 是 判断 函数 
有 无 意义 的 前 提 条 件 , 当 研 究 函 数 的 图 象 和 性 
质 时 , 应 首先 考虑 函数 的 定义 域 , 以 防止 变形 
的 不 等 价 性 , 避免 由 此 引起 的 解 题 错误 . 


一 轴 三 女 一 1 
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二 0 的 男 一 个 不 同根 为 an, bn = 求 数 
列 {b%} 的 通 项 公式 ; 上 
a 设 5% 三 a 
| 


[解析 】 (1) '” {Qan} 是 等 差 数 列 ， .a 十 
an+2 = 2ant1; 即 an — 2an41 二 + ant2 = 0, 
n EN*, x 二 一 1 是 所 有 方程 4nx? 十 2any17X 十 
an+2 三 0 的 相同 的 实 根 . 

(2) 对 任意 n € N*, 由 韦 达 定理 得 (一 1) ， 








. 2)d 2 1 
Ea _ 
an nd n 工 十 an 
n n 
一 , 即 b; = 二 一 一 . 
2 即 2 











4 
1 1 1 

至 4|[1—— 一 一 一 

5 ee 

1 1 1 
十 … 十 [二 一 一 411 一 

( 5 ( 1 

.…。 lim 09， 一 4. 


例 2 已 知 三 个 数 a、b、c 成 等 比 数列 , 且 
aa 二 0 十 c=7m(m > 0), 求 6 的 取 值 范围 . 
【解析 】 由 已 知 a、5、c 成 等 比 数列 , 且 a 十 
a++c=m—Db, 
b+c= 二 m(m > 0), 得 利 
ac= b, 
用 韦 达 定理 , 不 妨 将 ag、c 看 成 方程 2? 十 化 一 
m)zx 十 中 二 0 的 两 根 所 以 方程 必 有 实数 根 ， 
则 全 = (5 一 m)? 一 40? > 0, 解 得 -mb< 
可, 但 ?天 0 
点 评 :数列 与 方程 交汇 的 题目 , 通常 使 用 一 
元 二 次 方程 , 利用 方程 有 实数 根 时 A > 0, 同 
时 两 个 实数 根 遵守 韦 达 定理 , 找到 解决 问题 的 
突破 口 . 
二 、 数列 与 不 等 式 综 合 
例 3 已 知 函 数 J(z) = 十 ， 
co), 数列 {xn} 满足 zn41 = f(xn), n=1， 
.， 且 zl = 二 1. 
(1) 设 an = |zxn 一 V2|) 证 明 :an < an; 
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(2) 设 (1) 中 的 数列 {aw} 的 前 % 项 和 为 5%， 
证 明 5;, < 
【解析 】 (1) 由 题 意 得 
Qnt+1 = IXn+l1 一 V2| 3 [FC 总 V2| 
三 十 22 = 
zn 十 1 
|Zn 十 2 一 V2z， 一 V2 
旺 Xn 十 1 
Izn — Val 
又 由 条 件 可 知 zn > 0, … an+l < (V2 一 
1) . [zn 一 V2| < [zn - V2| 二 Qn, 故 an+l < 
可 让 


(2) 证 明 :由 (1) 的 过 程 可 知 
2 本 2 这 
RE EY np 








(V2— jt 
.om 一 al 十 a2 十 :十 an 
i 十 (V2 一 1 十 十 (V2 一 ]” 
2 
= Ey = 
0 1 SR 
0 En 
点 评 加 全 与 不 等 式 综合 出 现 的 题目 属于 
传统 题目 , 常常 利用 不 等 式 的 性 质 和 其 他 相关 
知识 , 进行 推算 论证 , 这 类 题目 有 一 定 的 难度 . 
三 、 数 列 与 函数 综合 


例 4 已 知 函 数 六 7) 
开 区 间 (0, 1) 内 是 增 函 数 ， 

(1) 求 实数 a 的 取 值 范围 

(2) 若 数列 {av} 满足 al € (0,1), an+1 = 
ln(2 一 a) 十 an(n EN”*), 证 明 : 

0 < an < an+l < 二 ; 


(3) 若 数列 {5%} 满足 01 < (0,1 


二 1]n(2 一 Zz) 十 az 在 


)， bn+1l 一 


21n(2 一 bn) 十 bn(n EN) 问 数列 {bw} 是 否 
单调 ? 
【解析 】(1) … 函数 7 沁 z) = In(2 一 2) 十 az 


在 开 区 间 (0,1) 内 是 增 函 数 ， 
1 1 
“f(z) =—— ++a>0,a> 一 一 ， 
2—Zx 2 一代 
由 于 x E (0,1), 故 a 并 , 
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(2) 函数 f(z) = In(2 - z) + az 在 开 区 间 
(0, 1) 内 是 增 函 数 , 着 a = 1 则 f(x) € (ln2,1)， 
即 f(x) <1. 而 an4i = In(2— an)+ an. 
用 数学 归纳 法 证 明 :0 < an < anti <1. 
@ 当 n = 1 时 , a1 € (0, 1); 
@ 假设 当 n = 时, 0 < ak < ak+l < | 
则 当 吧 = 天 十 1 时 , 由 于 ak+2 = In(2 一 Qk41) 十 
一]n(2 一 ak+1) 十 apil < 1, 
一 jn(2 一 ak+li) > 0， 





Qk+1 > 0，Qk 十 2 
且 ak+2 一 Qk+1 
。。 QK 二 2 > QK 十 1 
.0 < ak+l<Qak+2 <1, 
由 数学 归纳 法 0 < an < an+1l < 工 成 立 . 
(3) 不 单调 . 
So Ey WE 
bn,(b EN”), 不 妨 设 0 = 7 则 bs = 21In(2 一 


01) 二 0b1 = mn + > bi1, 而 b3 = 21n(2 一 
b2) + b2 < bo. 

例 5 已 知 二 次 函数 y = f(7Y) 经 过 (0， 
导 函 数 f 人 人 (7) = 27 一 5, 当 z € (n,n+t+l1|(n 
N*) 时 , f(x) 含有 整数 的 个 数 记 为 an， | 
{an} 的 通 项 公式 . 

【解析 】 … 二 次 函数 y=f (2) 经 过 
设 f(x) = az2 十 bz 十 10， 

“. f'(x) = 2az +b = 27—5, 

“a=1,6b=—5, 

“. f(z)= 2x2 — 5z+10. 

当 z > 了 时 , f(z) 为 增 函数 | 

“ 当 n 之 3 时 , an = (n+1)—f(n) = 
2n—4; 

当即 二 1 时 , Xx € (1， 


(0, 10), 


中 f(z) 为 减 函 数 ， 


f(z) < [f(2), 了 (1)) = [4,6), 包含 两 个 整数 ， 
“01 一 2; 当 n = 2 时 , x € (2,3], f(x) € 
[3.75, 4)， 不 含 整数 ,，.… a2 = 0; 
放 数 列 {an} 的 通 项 公式 为 
25 7 一 十 ， 
Qn .0, 2, 
2n—4, n>>3. 


点 评 :数列 就 是 函数 , 只 是 数列 的 定义 域 是 
正 整数 集合 或 其 子 集 , 表达 形式 与 函数 的 解析 
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式 有 所 区 别 , 但 透 过 现象 看 本 质 , 利用 函数 的 
性 质 分 析 数 列 的 性 质 , 再 顺理成章 不 过 , 因此 ， 
这 类 题目 常 考 常 新 , 大 有 文章 可 做 , 应 当 引 起 
足够 的 重视 . 

四 、 数 列 与 导 函 数 综合 

例 6 设 曲 线 y = 二 x 十 ZX 十 1 一 nx 在 x 一 
1 处 的 切线 为 数列 {an} 中 , a1 = 1, 且 点 
(an an+1) 在 直线 /上 . 

(1) 求 证 : 数列 {an 十 1} 是 等 比 数列 , 并 求 
Qn) 

(2) 求 数列 {an} 的 前 nn 项 和 5x. 

【解析 】 (1) 证 明 :由 y = xX? 十 Xx 十 1 一 Inx， 
知 7Z 二 1 时 , y = 3. 

又 因为 ye-1 =2z+1- 二 =2, 所 


以 切线 方程 为 y 一 3 = 2(z 一 1), 疡 y = = 27 十 
1 (an, an+1) 在 直线 1 上 ， 。。 Qm 十 1 = 2an 十 
We 即 于 于 = 


“. {an, I al 十 1 一 2 为 首 项 2 为 公 比 的 
等 比 数列 ， 二 1 = 二 2.27-1, 即 on = 27 一 
l1(neN”). 
(2) 由 (1) 可 知 5S% 二 Qa1 十 a2 十 a3 十 … 十 
= 2S 
1) 王 2 十 22 十 23 十 :十 27 一刀 =2711 一 风 一 
2. 
例 7 过 点 P(1,0) 作 曲线 C : y= z*(x € 
(0, 十 co) ,天 1) 的 切线 ， 切 点 为 Q1, 六 设 设 点 Q1 
在 Zz 轴 上 的 投影 是 点 有 呈 ; 又 过 只 作曲 线 C 的 
切线 , 切 点 为 Q2, 革 CY et 
忆 ,…, 依次 下 去 , 得 到 一 系列 点 Q1, Q2,…， 
Qn，…. 设 点 Qn 的 模 坐 标 为 an. 
(1) 求 证 : an = ,nN EN’; 
he n 
(2) 求 证 : a > a 
(3) 求 证 : > 一 二 所 一 大. 
【证 明 】 (0) 设 切线 过 PP (1,0) 时 的 切 点 为 
Qi(a1，Qf)， 切 线 过 中 (a1,0) 时 的 切 点 为 
Q2(a2, 5), , 切线 过 已 1(an 1， 人 


切 点 为 Qn(an, os), 此 时 切线 的 斜率 为 y/ = 
ok- 切线 方程 为 了 一 ak 一 大 :ak dn 


k—1 


6-290 
当 n =1 时 , 切线 过 P(1,0), a1 = 二 


当 n > 1 时 ， 切线 过 PP,_1(an-1,0)， 即 0 一 
天 


[0h 
(an 1 一 an)， 得 元 二 ye 





ak = kak-1 
数列 {an} 是 首 项 为 a1 = 


一 的 等 比 数列 , 故 w 一 人 





> 0 1 = 
人 











<k—1, 
A 即 吕 二 < 如 一 k. 


点 评 :导数 是 教材 新 增 内 容 , 由 于 导数 的 出 
现 , 对 研究 函数 的 性 质 、 求 函数 的 最 值 带 来 很 
大 的 便利 , 导数 的 几何 性 质 也 有 着 广泛 的 应 用 ， 
导数 与 数列 交汇 在 一 起 综合 出 题 , 属于 新 生 事 
物 ,由 “导数 的 几何 性 质 "开路 , 找 准 解决 问题 
的 切入 点 ,更 突出 了 “ 数 形 结合 "的 解 题 思想 . 

五 、 数 列 与 向 量 综合 

例 8_ 在 平面 直角 坐标 系 中 , 设 向 量 量 4B 
,是 BC= 避 2 DA= 恕 a3, CD = a2 


J 


一 人 
Q1 
一 
Qn 
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数列 、 等 比 数列 , 求证 : 四 边 形 A4BCD 是 平行 
四 边 形 . 
[解析 ] 由 题 意 知 如 十 如 十 如 十 如 = 0 
2Z1 十 Z2 十 Z3 十 24= 三 0， 
yi 十 Y2 十 Ys 十 V4 二 0. 
{zn} 是 等 差 数 列 , 设 公 差 为 d,， 
“。 XI1 十 X11 十 d 十 X11 十 2d 十 wi 十 34 = 二 0， 
ee i 二 
{Yn} 是 等 比 数列 , 设 公 比 为 9， 
++ + = 0, .. 
.a1 = dn ,04 二 (3 -0 
2 2 
… AB = _0D, 
“ 四 边 形 A4BCD 是 平行 四 边 形 . 
六 、 数列 与 立体 几何 综合 
例 9 空间 有 n% 个 平面 , 其 中 任何 两 个 平面 
都 不 平行 , 三 个 平面 不 共 线 ， 
任何 2 条 都 不 平行 任何 3 条 都 不 共 点 , 这 
平面 将 空间 分 成 多 少 部 分 ? 
【解析 】 设 这 nn 个 平面 把 空间 分 成 a 个 部 
分 , 则 ai = 2， 当 平面 由 nn 个 增加 到 n 十 1 个 
时 , 新 增加 的 平面 与 原 n% 个 平面 都 相交 ， 有 n 
条 交 线 , 这 儿 条 交 线 将 新 增加 的 那个 平面 分 成 
LE + 2 二 | 羡 , 其 中 每 一 块 平面 痢 合 空间 增 
n(n++1) 
2 


的 1 天 0， 
d 一 = 


加 一 部 分 ， 于 是 Qn+l 三 Qn 十 站 出 


Q1， 二 
故 an < 
Q1 十 > (ak 一 Qk-1)) nN 之 2 
2 
1 
i DO 十 57 十 6), 即 nr 个 平面 将 空 


间 分 成 <(n3 + 5n + 部 分 

七 、 数 列 与 排列 组 合 综合 

例 10 即 边 形 的 边 依次 记 为 al1，a2，………， 
an 每 条 边 都 涂 以 红 、 黄 、 蓝 三 种 颜色 中 的 一 
种 ,要 使 相 邻 两 边 的 颜色 互 不 相同 有 多 少 不 
同 的 涂 色 方 法 ? 

【解析 】 边 a1 有 3 种 涂 法 , 因 a2 与 al 不 同 
色 , 故 有 2 种 涂 法 a3， Qa4,'…， an 边 均 有 2 种 
涂 法 . 依 乘法 原理 , 共有 3 . 2" 种 涂 法 . 

但 这 种 涂 法 只 能 保证 a 与 an_1 不 同色 ， 


2005 年 第 8 期 
不 能 保证 al 与 on 不 同色 . 于 是 这 样 的 涂 法 有 
两 类 . 

第 一 类 : al 与 on 不 同色 , 符合 题 设 条 件 的 
涂 法 有 5S(n) 种 ; 

第 二 类 : ai 与 on 同色, 此 时 将 an 与 a1 看 成 
一 边 , 相当 于 对 n 一 1 边 形 作 符 合 题 设 的 涂 色 ， 
涂 法 有 S(n 一 1) 种 , 从 而 S(n) 二 S(n 一 1) = 3. 
27-1 即 

S(n) — 2" = -[S(n -1) 2” 1 于 是 
{S(n) 一 2”} 是 以 一 1 为 公 比 的 等 比 数列 ， 

“. S(n) — 27 = (-1" 3 .1[S(3) — 23], 
S$(3)=6, 则 S(n) — 2° = (-1)"™3(6— 8), 

“. S(n) = 2 + (-1)"-?.2. 

因此 , 符合 题 设 条 件 的 涂 法 有 

2 十 (1)"-?.2 种 . 

点 评 :在 解决 一 些 与 自然 数 n%n 有 关 的 问题 
时 , 或 应 用 数学 归纳 法 或 考虑 数列 的 递 推 公式 ， 
要 善于 具体 问题 具体 分 析 . 

八 、 数列 与 实际 问题 结合 

例 11 一 稻 太 空 飞船 飞 往 地 球 , 第 一 次 观 
测 时 发 现 一 个 正三 角形 的 岛屿 ( 记 其 边 长 为 1)， 
第 二 次 观测 时 , 发 现 它 并 非 正 三 角形 而 是 每 边 
中 央 5 处 向 外 有 一 个 正三 角形 的 海峡 , 形成 正 
六 角形 , 第 三 次 观测 时 , 发 现 原 先 每 一 小 边 的 
中 央 了 处 都 有 一 向 外 突出 的 海峡 (如 图 1、2 所 
对) , 把 此 过 程 无 限 继续 下 去 , 就 得 到 著 
名 的 数学 模型 一 柯 克 岛 . 


图 1 图 2 

(了) 把 k 次 观测 到 的 岛 的 面积 记 为 ax, {ak】 
有 无 极限 ? 如 果 我 们 把 此 极限 叫做 岛 的 面积 ， 
柯 克 岛 的 面积 是 多 少 ? 

(2) 把 k 次 观测 到 的 岛 的 海岸 线 长 记 为 bk， 
{bx} 有 无 极限 ? 如 果 把 此 极限 当 作 柯 克 岛 的 
海岸 线 长 , 它 是 多 少 ? 

(3) 以 上 结果 能 说 明 什么 问题 ? 
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【解析 】 (1) 记 cx 为 第 k 次 观测 时 的 边 数 ， 
cl = 3, 由 于 每 边 中 央 突 起 一 个 三 角形 ,， 即 每 
边 分 为 4 条 边 , 故 ck+l = 4cx, 从 而 第 大 次 观测 
时 , 柯 克 岛 的 边 数 是 3 x 4 边 长 记 为 dr, 则 


LN V3 
= d= (3) OL 
Wn 3 | 1 ki Ok 


故 an = (an 二 Qn_1) 和 (Qan_1 an_2) 十 
十 (aa 一 al) 十 al 





V3 
故 极 限 存在 , 上 且 极 限 
V3 
12 3 2 
人 5V3 


Ob = (Gd .3 二 


n—1 
($) 为 等 数列 且 公 比 大 于 1 故 节 nj] 
无 极限 . 

(3) 以 上 结果 说 明了 一 个 面积 有 限 的 平面 
区 域 的 周 界 长 度 可 能 是 无 限 长 的 . 

点 评 : 此 题 以 新 的 背景 考察 了 数列 、 数 列 
极限 及 无 穷 递 缩 等 比 数列 的 基本 知识 , 而 最 后 
一 问 又 考察 了 概括 能 力 、 抽象 能 力 及 探索 能 力 ， 
是 一 个 有 创新 意识 的 题目 . 

九 、 数列 与 图 表 信 息 问题 

例 12 1996 年 甲 、 乙 两 网 络 公司 的 市 场 
占有 率 均 为 4. 根据 市 场 分 析 和 预测 , 甲 公司 
第 n 年 (1996 年 为 第 1 年 ) 的 市 场 占有 率 an = 
全 (me 一 十 40); 乙 公司 自 1996 年 起 逐年 的 市 
场 占有 率 都 有 所 增加 , 其 规律 如 图 3 所 示 . 

(下 转 第 8-49 页 ) 
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排列 、 组 合 习 题 讲 评 设计 一 例 


315200 浙江 省 镇 海中 学 沈 红 正 


通过 精心 设计 , 可 以 把 习题 讲评 在 传授 知 
识 过 程 中 所 起 的 渗透 数学 思想 、 体 现 数学 方法 
和 技能 的 作用 得 到 充分 的 发 挥 , 尽 可 能 地 使 之 
成 为 高 屋 建 领 的 ' 精 品 课 ”, 使 学 生 有 所 “ 思 ”、 
有 所 “ 行 、 有 所 “得 ”, 因而 能 成 为 提高 学 习 能 
力 的 一 条 途径 . 

在 一 次 高 三 的 “排列 、 组 合 ” 单 元 练习 中 ， 
给 出 了 这 样 一 道 题 : 

将 数字 1、2、3、4 填 入 标号 为 1、2、3、 
4 的 四 个 方 格 里 , 每 格 填 一 个 数字 , 则 每 个 方 格 
的 标号 与 所 填 数 字 均 不 相同 的 填 法 有 ……( ) 

(A)6 种 ; (B)9 种 ; (C0)11 种 ; (D) 23 种 . 

在 参加 考试 的 82 个 学 生 (理科 48 人 , 文科 
34 人) 中 , 居然 有 47 人 (理科 21 人 , 文科 26 人 ) 
选 错 .对 于 错误 率 如 此 之 高 的 试题 当然 要 讲 
评 , 但 如 何 讲 呢 ?通过 调查 分 析 , 我 设计 了 如 下 
方案 : 

一 、 介绍 解法 , 以 拓宽 思 

解法 一 : 树 图 法 (在 选 对 的 同学 中 有 31 人 采 
用 了 这 种 方法 ), 通过 树 图 (图 略 ), 不 难得 到 答 
案 为 B. 

解法 二 :间接 法 (在 选 对 的 同学 中 有 11 人 
采用 了 这 种 方法 ), 如 果 没 有 任何 限制 条 件 , 则 
四 个 数 填 入 四 个 格子 中 的 方法 有 44 = 24 种 ; 
考虑 到 其 中 有 且 仅 有 一 个 格子 的 标号 与 所 填 
数字 相同 , 有 C4 x 2 = 8 种 ; 有 且 仅 有 两 个 格 
子 的 标号 与 所 填 数字 相同 , 有 C3 = 6 种 ; 有 和 且 
仅 有 三 个 格子 的 标号 与 所 填 数 字 相 同 , 即 四 个 
格子 的 标号 与 所 填 数 字 均 相同 , 有 1 种 , 因此 共 
有 符合 条 件 的 填 法 有 24 一 8 一 6 一 1 = 9 种 . 

解法 三 :利用 分 步 记 数 原理 (在 选 对 的 同 
学 中 有 2 人 采用 了 这 种 方法 ), 可 以 分 成 三 步 考 
虑 , 第 一 步 , 填 1 号 格子 , 有 3 种 填 法 ; 第 二 步 ， 














1 号 格子 填 的 是 数字 几 (如 3) 就 填 几 号 格子 (如 
3 号 ), 这 样 也 有 3 种 填 法 ; 第 三 步 , 余下 的 两 个 
数字 填 余 下 的 两 个 空格 , 因为 余下 的 两 个 数字 
和 余下 的 两 个 空格 标号 至 少 有 一 个 相同 , 故 只 
有 1 种 填 法 , 因此 共有 3 x 3 x 1 = 9 种 填 法 . 

二 、 分 析 解 法 , 以 澄清 思想 

在 分 析 完 上 述 三 种 解法 后 , 我 发 现 学 生 感 
到 很 满足 , 于 是 我 给 出 了 以 下 问题 , 作为 题目 
的 变 式 , 让 学 生 训 练 . 

变 式 :五 位 老师 分 别 在 五 个 班 任教 , 现 派 这 
五 位 老师 分 别 到 这 五 个 班 中 的 一 个 去 监考 , 但 
不 监考 自己 任课 的 班 , 问 有 多 少 种 分 派 方 法 ? 

通过 反馈 得 知 ， 凡 采用 “ 树 图 法 ”和 “间接 
法 ”的 同学 都 得 到 了 正确 的 答案 44, 而 利用 “分 
步 记 数 原理 "考虑 问题 的 同学 中 有 近 80%% 的 管 
案 是 48. 对 此 , 我 没有 直接 告诉 学 生 正 确 答案 ， 
而 是 对 上 述 三 种 解法 作 了 一 次 深入 地 分 析 . 

解法 一 虽然 直观 , 正确 率 高 , 但 画 树 图 过 
繁 , 尤其 是 数字 较 大 时 , 其 可 操作 性 不 强 ; 因为 
有 了 原 题 的 基础 , 所 以 解法 二 在 解决 变 式 时 显 
得 很 简单 ; 解法 三 在 变 式 题 中 运用 时 , 不 能 照 
搬 原 题 的 过 程 . 应 如 下 考虑 : 

第 一 步 , 填 1 号 格子 , 有 4 种 填 法 ; 第 二 步 ， 
1 号 格子 填 的 是 数字 几 (如 3) 就 填 几 号 格子 (如 
3 号 ), 这 样 也 有 4 种 填 法 ; 但 这 步 如 果 填 的 是 1， 
那 下 面 只 有 2 种 填 法 ; 如 果 这 步 填 的 不 是 1, 而 
是 2、4、5 中 的 一 个 , 那 下 面 就 有 3 种 不 同 的 
填 法 , 故 有 4 x 2 十 4x 3 x3== 44 种 . 从 上 面 
分 析 可 知 , 第 三 步 的 填 法 与 第 二 步 填 什么 数 有 
关 , 故 4 x 4 x 3 = 48 是 错误 的 , 所 以 , 运用 解 
法 三 来 解答 这 类 问题 时 , 必须 并 慎 地 使 用 好 分 
类 讨论 . 另 一 方面 , 随 着 数字 的 增 大 , 此 解法 的 
难度 也 将 随 之 增 大 . 
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综 上 分 析 , 间接 法 在 解决 此 类 问题 中 比较 
有 效 , 但 如 果 要 计算 8 个 元 素 时 的 情形 , 那 必须 
事先 算出 小 于 8 时 的 答案 ,这 样 实在 太 花 时 间 ， 
为 此 我 们 考虑 如 下 问题 : 

将 数字 1, 2, 3, …, n(n > 2) 填 入 标号 为 
1, 2, 3, .…，, n(n 之 2) 的 nn% 个 方 格 里 ， 每 格 填 一 
个 数字 , 则 每 个 方 格 的 标号 与 所 填 数字 均 不 相 
同 的 填 法 有 多 少 种 ? 

三 、 引申 题目 , 以 升华 思维 

为 了 使 问题 更 具 一 般 性 , 我 们 将 问题 引申 
为 : 将 编号 为 1, 2, 3, … , n(n > 2) 的 元 素 放 
入 编号 为 1, 2, 3, … ,n(n > 2) 的 格子 内 , 其 中 
所 指定 的 (1 < 有 < n) 个 格子 的 编号 与 所 填 
元 素 的 编号 不 同 , 那么 有 多 少 种 不 同 的 填 法 ? 

1. 特 例 引路 

为 了 研究 上 述 引申 的 结果 , 我 们 先 考虑 n 
= 8, 二 1、2、3 时 的 三 种 特殊 情形 . 

(1) 车 = 1, 即 所 指定 的 1 个 格子 的 编号 
与 所 填 元 素 的 编号 不 同 (如 第 一 个 方 格 不 能 填 
1 号 元 素 ) 时 , 填 法 种 数 是 Ni = 48 一 47; 

(2) 若 = 2, 即 所 指定 的 2 个 格子 的 编号 
与 所 填 元 素 的 编号 不 同 (如 第 一 个 方 格 不 能 填 
1 号 元 素 , 第 二 个 方 格 不 能 填 2 号 元 素 ) 时 , 填 法 
种 数 是 N2 = 4 一 247 十 468; 

(3) 若 = 3, 即 所 指定 的 3 个 格子 的 编号 
与 所 填 元 素 的 编号 不 同 (如 第 一 个 方 格 不 能 填 
1 号 元 素 ,第 二 个 方 格 不 能 填 2 号 元 素 , 第 三 个 
方 格 不 能 填 3 号 元 素 ) 时 , 我 们 只 需 在 Na 中 减 
去 第 三 格 填 3 号 元 素 的 情形 , 即 减 去 n = 7 且 
k = 2 时 的 情形 (此 类 情况 可 仿 上 计算 ), 故此 
时 的 填 法 数 为 Ns = A8 一 247 十 A6 一 (A7 一 
2A6 + A5) = A§ _ 3A7 + 346 — A5. 

2. 观 察 结果 

Ni 有 48 和 47 两 个 全 排列 数 相 加 项 , 其 系 
数 是 1、--1, 也 就 是 C?、 一 C01; 

Nm 有司 、47、 胡 三 个 全 排列 数 相 加 项 ， 
其 系数 是 1、-2、1, 也 就 是 09、 一 Cl、C3; 

Ns3 有 8、A7、AS、A5 四 个 全 排列 数 相 
加 项 , 其 系数 是 1、-3、3、--1, 也 就 是 C93、 
O01 C2 03. 

3. 归 纳 猜 想 


从 中 我 们 发 现 其 规律 :所 指定 的 k(l1 < < 
n) 个 格子 的 编号 与 所 填 元 素 的 编号 不 同时 , 填 
法 种 数 的 表达 式 中 有 A?, A%-1,…， A"+1， 
A 下 等 十 1 个 全 排列 数 相 加 项 , 其 系数 可 以 
写成 是 02， 一 CR C2, —0O8, vay (—1)*CE, 

即 编号 为 1 2, 3, …, n(n 之 2) 的 元 素 放 
入 编号 为 1, 2, 3,…, n(n > 2) 的 格子 内 , 其 中 
所 指定 的 k(1 < 有 < n) 个 格子 的 编号 与 所 填 
元 素 的 编号 不 同 的 填 法 种 数 为 : Ni = C2 A 一 
CL ANI+: + (1 OFA (I Skgn). 

4. 证 明 结 论 

对 太 使 用 数学 归纳 法 . 

(1) 当 % = 1 时 , 同上 述 计算 可 知 , 命题 成 





Ey 

(2) 假设 k = m 时 命题 成 立 , 即 编号 为 1 
2 3， 0 n(n 之 2) 的 元 素 放 入 编号 为 1， 2, 3, 

…, n(n 之 2) 的 格子 内 , 其 中 所 指定 的 m(1 < 

m < n) 个 格子 的 编号 与 所 填 元 素 的 编号 不 同 
的 填 法 种 数 为 Nm=C9,A? 一 CA%-1 十 … 十 
(1D)™OmAn-m (Igmgn), 则 R=m+1 (m 
十 1<n) 时 , 多 了 一 个 条 件 (第 mm 十 1 个 格子 不 能 
填 m+1 号 元 素 ). 假设 第 m 十 1 个 格子 填 m 十 1 
号 元 素 , 但 第 i(1 < i < m) 个 格子 仍 不 填 i(1 < 
i < m) 号 元 素 , 这 时 相当 于 编号 为 1, 2, 3, …， 
n 一 1(n > 2) 的 元 素 放 入 编号 为 1, 2, 3, …， 
n 一 1(n > 2) 的 格子 内 , 其 中 所 指定 的 m(1 < 
m < n) 个 格子 的 编号 与 所 填 元 素 的 编号 不 
同 的 填 法 种 数 , 由 归纳 假设 可 知 这 样 的 填 法 有 
人 
所 以 NpH1 = CO0 4 一 CT 人 十 十 (一 了 亚 
‘OmAn mMm — (C0 A —Ol ArT2 十 … 十 
全 CO 
,491 二 (C2 +OL) A ?+ (1) "(Cm+ 
Cr A tO 
An — Oh riAr ttOL A +1)™ 
OD AS DEE Wh 
当 上 二 mm 十 1(m 十 1 < nn) 时, 命题 成 立 . 

通过 上 述 分 析 、 反 思 、 归 纳 、 猜 想 、 证 明 
等 一 系列 的 思维 活动 , 化 解 了 疑虑 , 提高 了 能 
力 , 真正 起 到 了 习题 讲评 的 作用 . 
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度 的 上 海 市 TI 杯 高 二 年 级 数学 竞赛 于 2005 年 5 月 28 日 再 次 拉 开 序幕 , 这 是 


全 国 惟一 2 计算 器 型 号 不 限 , 包括 可 以 编写 程序 的 、 拥 有 计算 机 代数 操作 
系统 (CAS) 的 图 形 计算 器 . 竞赛 分 个 人 赛 和 团体 赛 , 每 个 参赛 学 校 指派 3 名 学 生 参 加 团体 赛 , 参 
赛 学 生 允 许 对 试题 讨论 .分工 和 合作 . 他 们 的 个 人 赛 成 绩 与 团体 赛 得 分 的 总 和 为 学 校 团体 总 分 
本 刊 2002 年 第 3 期 曾经 报道 了 上 海 市 (首届 ) TI 杯 高 二 年 级 数学 竞赛 , 2003 年 5 月 因 非 典 原因 
停办 一 次 , 今年 举办 的 是 第 三 届 . 计算 器 的 熟练 使 用 已 成 为 此 赛事 关注 的 热点 之 一 现 刊 登 本 次 


大 赛 的 试题 和 解答 , 以 给 读者 . 


2005 年 上 海 市 TI 杯 高 二 年 级 数学 竞赛 
试题 与 解答 
个 人 竞赛 题 5. 我 国 经 近 三 十 年 努力 , 有 效 地 控制 了 人 


(2005 年 5 月 28 日 上 午 9:00-10:30) 
一 ` 填 空 题 ( 共 8 小 题 , 前 4 小 题 每 题 6 分 ， 
后 4 小 题 每 题 9 分 , 满分 60 分 ) 





1. 计算 : 
12 12.32 12. 32. 52 
3|1 十 下 = 十 Ee 
4.6 ”4.6.8.10 “4.6.8.10.12.14 
12.32.52.72 
Ios) 罚 (精确 


到 0.0001). 

2. 天 文学 中 , 常用 一 个 平 太阳 日 表示 一 天 
一 个 平 太阳 日 分 为 24 个 平 太阳 小 时 , 一 个 平 太 
阳 小 时 分 为 60 个 平 太阳 分 , 一 个 平 太阳 分 分 为 
60 个 平 太阳 秒 . 天 文学 计算 地 球 的 一 个 回归 年 
等 于 5 个 平 太 阳 日 是 用 下 面 公式 进行 计算 的 : 
9 = 365.2421988 一 0.0000000614(t 一 1900)( 平 
太阳 日 ) 其 中 t 是 公元 年 份 数 , 按 上 述 公式 计 
算 , 可 求 得 2005 年 的 一 个 回归 年 = 











平 太阳 日 平 太阳 时 平 太 
阳 分 平 太 阳 秒 (精确 到 1 秒 ) 
ee (ee 


用 >" 或 =" 或 "全 过 所 | 

4 设 {an} 是 首 项 为 1, 公差 为 2 的 等 差 数 
列 , 车 {an} 的 连续 k(k > 2) 项 的 和 为 2005, 则 
大 的 值 为 





口 的 过 快 增长 , 2005 年 1 月 6 日 是 中 国 13 亿 人 
口 日 . 根据 统计 , 我 国 1969 年 底 人 口 是 8. 0671 








亿 , 到 1974 年 底 人 口 是 9.0859 亿 , 这 5 年 的 中 
国人 口 年 均 增长 率 是 ; 若 我 国人 口 
以 这 个 年 均 增长 率 增长 , 从 1974 年 底 到 2004 
年 底 我 们 人 口 将 比 13 亿 多 出 亿 ( 精 
确 到 百 万 ). 

6. 已 知 f(n) = 2n 十 1， 

3, 若 n = 二 1， 
由 


其 中 ne 2 , 则 9(12) 的 值 是 

7. 一 个 三 位 数 abc 满 足 & 一 刀 十 ca = abc， 
则 这 个 三 位 数 是 

8. 将 数 1、2、3、4、5、6、7、8、9、10 分 别 填 
入 字母 TI 的 十 个 空格 内 , 使 一 横 ( 三 个 数 ) 两 
坚 ( 各 4 个 数 ) 中 数 的 和 都 相等 , 则 满足 这 样 条 
件 的 字母 工 一 横 三 格 中 的 数字 连 起 来 所 组 的 
三 位 数 或 四 位 数 的 最 大 值 是 ; 最 小 值 


| 上 


解答 以 下 三 题 必 须 写 出 解 题 的 必要 步骤 : 
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二 、( 本 题 满分 20 分 ) 
二 本 {an} 的 首 项 a1 = 2, 且 an+l = 
一 一 一 (n E 2Z71), 求 使 不 等 式 |an41 一 an| < 
10 悦 成立 的 最 小 正 整 数 n. 

三 、( 本 题 满分 20 分 ) 

如 图 , 已 知 直线 1 过 点 4(0,44), 交 函 数 y = 
2” 的 图 象 于 点 C, 交 ZX 轴 于 点 B, 若 AC : CB 
三 2:3, 求 点 BB 的 横 坐 标 ( 精 确 到 0.01). 








四 、( 本 题 满分 20 分 ) 

如 图 , ABCD 是 边 长 为 1 的 正方 形 , 点 忆 、 
FG、 玉 顺 次 在 边 4B、BC、.CD、DA 上 , 且 
AEF=BF=CG=DH=7 0<z<3 ， 


过 点 五 .下 .G、 万 分 别 作 射 线 EQ、FR、G5、 
HP, HLQEB=ALRFC=ALSGD=LPHA= 
0, 这 里 9 为 定 角 , 且 0 < 9 < 45°, 这 样 得 到 四 
边 形 PQRS， 

(1) PQRS 是 怎样 的 四 边 形 ? 证 明 你 的 结 








论 ; 
(2) 设 PQ = y, 试 将 y 表 示 成 z 的 函数 ; 
(3) 是 否 存在 角 0, 使 了 为 与 无关 的 定 值 ? 
若 存在 , 求 出 相应 的 0 的 值 ; 若 不 存在 , 说 明理 
由 . 





AZzE 
团体 赛 试题 
(2005 年 5 月 28 日 上 午 11:00-11:30) 
解答 本 试卷 必须 写 出 解 题 的 必要 步 又 或 计 
算 器 的 算法 . 
一 、 (本 题 满分 20 分 ) 
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已 知 a > 0,b>0, 且 a3 十 六 二 2, 求 a 十 b 
的 取 值 范围 . 

二 、 (本 题 满分 20 分 ) 

如 图 , 将 ZA40B 的 两 边 0A、O0B 视 为 平面 
反光 镜 , 如 果 人 40B = 40°, 在 OA 上 一 点 局 ， 
OP = 10cm, 过 点 PP 向 0B 射出 一 束 光 线 在 
OB 的 点 @ 处 反射 后 折 回 到 0O4, 在 OA4 的 点 RR 
处 第 二 次 反射 后 的 反射 光束 RT 恰好 与 边 0B 
平行 . 

求 Z4PQ@ 的 大 小 及 OR 的 长 度 (精确 到 
0.01cm). 








三 、( 本 题 满分 20 分 ) 

如 图 , 已 知 酉 国信 二 了 十 灵 一 上 过 点 
M 5,0 的 直线 1 交 椭 圆 于 点 4、 B， 

求 Z40B 的 大 小 范围 


y 





个 人 赛 试题 解答 
一 、 填 空 题 
1. 3.1415; 2. 365, 5, 48, 45; 
号 4. 5; 
5. 0.0241, 5.55; 6. 8191; 
7. 337; 8. 7210, 489. 
0 了 on 十 
一 3 = (to 一 了 ). 
故 {on 如是 以 3 为 公 比 的 等 比 数列 
又 al 一 上 = 了 


6-42 


lan41 — an| < 1079 
9 n 9 n—1 
3 3 
> of < 10-9 
3 3 


2 
lt ig"9 


< 全 < 10-9 








9 一 lg3 
< 多 一 工 RS 
I 
9 一 1]g2 
> 一 一 一 一 人 49.4. 
9 lg3— lg2 


.所 求 的 最 小 正 整 数 nn 为 50. 
三 、 自 C 作 z 轴 的 垂 线 , 垂 足 为 0', 则 
ABO'Cw ABOA. 

IBC"| 1CCI| _|BOC| 
“|BO|l |A0| |B4| 
由 题 设 , 得 











ZB 一 2Zc 2 3 
XB 加 4 5 
_ lg12—lg5 _5 
。XO 一 lg2 ) 7ZB oC: 
5 (lg12— 1g5) 
= 二 -一 一 3.16. 
故 zB 一 了 lg2 








四 、(1) 四 边 形 PQRS 为 正方 形 . 
证 明 如 下 : 连 BF,FG、GH、HE. 











“* AB=BF=CG= DH=Z, 
AH=BE=CF=DG=1-%, 
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.an—l1l=|= ,Qn 三 1 一 
人 
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RtAAEHQRIABFESQRIACGF 
LRIADHG. … A1= /2= -3 = /44, 
HE=GF= FG= GH, 
进而 L5 = 人 6 = 人 7 = 人 8. 
又 由 题 设 可 知 9 十 人 BFQ = 180°， 
故 LZEQF + 人 LB = 180。， 
但 LB= 90°, .. 人 LEQF = 90°. 
同 理 ZFRG = LGSH = LHPE = 90°. 
RtA 厅 PP2RtAPFOE RIAFGR 
QRIAGHS, EP= FQ=GR= HS, 
万 已 = EQ= FR= G5, 
从 而 PQ = QR= RS = SP. 
故 PQRS 是 正方 形 . 
(2) 设 FQ = > 则 
— = sin /6 = sin(0 — ZL2) 


EF 
= sinb cos A2 — cos bsin A2 








8 一 Zz z 
二 SO i -080 si; 
即 z== (1 一 zx)sin0— wcos0. 
同 理 计算 cos Z6 可 得 
/十 2 一 (1 一 2)cogs0 二 zsin0. 
相 减 得 y = 2zsinb0 二 (cos0 一 sin0)， 
1 
另 解 : 将 折线 QF 分 别 投影 到 A4B 和 BC 
上 , 可 得 
(y+z)cos0+zsin0=1—7, 
2 十 


( 


| ycos0+z(sn0O+cos0)=1—z, 


Zz)sin0— zcos0=7, 


即 


ysin0+ z(sin0 — cos0)=7. 
消去 z, 即 得 
y=27x sin 0+(cos0—sin0). [0<z< 


MD 请 


(3) y 二 你 Co 


化 
欲 使 是 与 + 无 关 的 常数 ,必须 且 只 须 
cos0 一 sn0=0, 即 0=45?. 
- 当 0 = 45° 时 , 也 是 与 + 无 关 的 常数 
团体 赛 试题 解答 
一 、 令 4 二 a 十 b, 则 ww > 0, 目 0 一 忌 一 oQ， 
代入 3 二 可 二 2, 得 
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ao 二 4 妇 一 3u2a 十 3ua2 一 a3 = 2， 
即 3ua? 一 3w2a 二 一 2=0. (1) 


上 式 可 看 作 关于 a 的 二 次 方程 , 4 的 取 值 的 
充 要 条 件 是 方程 (1) 在 (0,w) 内 有 人 解 . 

令 f(a) = 3ua? — 3u2a+u3—2, 

这 个 关于 a 的 二 次 函数 的 对 称 轴 为 


3u2 u 


Du 2 U 
St .一 一 32. 一 十 3 一 2 苹 
1(3) 3 3 0, 


fu)=3wW -3wW+w—2>0. 

> WY <v 芯 2. 

又 解 : 由 a 十 中 = 2,a > 0,5>0. 

得 = 二 2 一 a3 (0 <a< 32), 

b= Ya (0<a< WY), 

令 y =at+b=a+ -a(0<a< 
V2). 
使 用 TI-83 Plus 型 计算 器 , 输入 解析 式 
/一 (z+YY2 73)/(r 0 and zr < YW), 
作出 图 象 并 在 图 象 基 础 上 得 到 
当 Z = 二 1 时 , 有 Ymax = 2; 

当 z 二 0 时 , 有 winin = 1.259921. 
.1.259921 < x < 2 (这 里 1.259921 之 
2). 
二 、 如 果 过 图 中 点 及 的 反射 光线 RT//OB， 
则 ZTRA = 2 人 0 = 40°. 
过 点 有 作 LORQ = LTRA = 40°, 交 OB 
于 点 Q@, 则 人 BQR = 80?. 

过 点 @ 作 ZOQP = 80°, 交 O4 于 已 . 

“. LAPQ = 120°. 

B 


O PR A 
在 人 人 OPQ 中 , ZOPQ = 60°, ZOQP = 
80°, OP = 10cm， 


卓 oOQ@ 10 
sin60° sin 80。 
De 1l0sin60° 5V3 


sin80° sin80°’ 
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在 人 OQR 中 , ZOQR = 100。 LORQ = 











40°, 
OR 0Q 
sin 100。 sin 40° 

二 本 三 OQ sin 100° _ 5V3 sin 100° 
sin 40° sin 80° sin 40° 
5V3 

二 一 UV = 13.47 (cm). 

n 


三 、 设 直 线 1 与 椭圆 交点 坐标 分 别 为 
A(zx1,Y1)、 B(x2,y2). 
人 当 直 线 ! 斜 率 不 存在 时 , 4BLz 轴 


4 
此 时 zi = 7x2 = 5’ 


显然 有 人 40B = 一 . 
( 订 ) 当 直 线 1 的 斜率 为 (k 夫 0) 时 ， 
点 4、 已 坐 标 由 方程 组 

(2—2) 十 112 =1, 个 


@@ 代 入 @ 整 理 得 

25(412 十 1)z2 一 20(852 十 5)Z + 64k2 = 0, 
4(8k?2 十 5) 

5(4k2 + 1)’ 

64k2 

V1%2 7 25(4k2 +41) 


A . 

由 加 得 x 二 到 -一 ,代入 @ 整 理 得 

25(4k? + 1)y?2 — 60ky — 64k? = 0, 
12k 


ZX1 十 YX2 二 





yi 十 V2 二 BR + 1) 
644k2 
25(4k2 十 1) 
V1V2 


"… Ko4 .Kop = 三 一 |， 
TZ1X2 


y1Y2 二 


.LAO0B = 了 
综合 (i) (ij) 得 LZ40B = 


|9 
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让 “神奇 的 教学 在 数学 实验 中 生动 起 来 


224100 江苏 省 大 丰 高 级 中 学 (安徽 师范 大 学 02 级 教育 硕士 ) 彭 兴 俊 


普通 高 中 数学 课程 标准 (实验 稿 ) 对 数学 史 
的 教学 提出 了 明确 要 求 :“ 通 过 生动 、 丰 富 的 事 
例 , 了 解数 学 发 展 过 程 中 若干 重要 事件 、 重 要 
人 物 与 重要 成 果 , 初步 了 解数 学 产生 与 发 展 的 
过 程 , 体会 数学 对 人 类 文明 发 展 的 作用 , 提高 
学 习 数 学 的 兴趣 , 加 深 对 数学 的 理解 ,感受 数学 
家 的 严谨 态度 和 狗 而 不 镶 的 探索 精神 .” 并 指 
出 教学 方式 应 灵活 多 样 . 众多 的 数学 期 刊 (有 
的 开辟 了 专栏 ) 介 绍 了 大 量 生 动 的 数学 史料 , 但 
对 如 何 进行 数学 史 教 学 少 有 建议 . 如 果 能 在 数 
学 史 教 学 中 , 借助 于 现代 信息 技术 再 现 数 学 家 
探索 数学 奥秘 的 艰辛 历程 和 闪光 智慧 , 就 可 使 
学 生 深 刻 感受 到 数学 史 中 所 蕴含 的 思想 性 、 数 
学 家 刻苦 钻研 的 科学 精神 . 

本 文 拟 以 “神奇 的 7" 为 主题 , 借助 多 媒体 
手段 , 以 数学 实验 的 方式 模拟 展现 众多 数学 家 
在 圆周 率 7 的 产生 、 发 展 过 程 中 所 付出 的 艰辛 
劳动 , 从 而 激发 学 生 的 科学 精神 . 这 节 专 题 安 
排 在 “概率 ” 内容 结 束 时 较为 适宜 . 

本 文 的 一 些 史料 主 要 源 自 文 [1]、 [2], 模拟 
实验 由 Flash MX 制作 完成 . 

第 一 部 分 “不 的 传奇 一 -贯穿 古今 到 永远 

德国 的 一 位 数学 家 曾经 说 过 :“ 历 史上 一 个 
国家 所 算得 的 圆周 率 的 准确 程度 , 可 以 作为 衡 
量 这 个 国家 当时 数学 发 展 的 一 个 标志 .” 于 百 
年 来 , 人 们 总 是 试图 把 + 算 到 小 数 后 越 来 越 多 
的 位 数 . 在 《圣经 》 和 《 编 年 史 》 中 , 7 的 值 给 出 
为 3. 埃及 数学 家 求 出 7+ 的 近似 值 为 3.16. 公元 
150 年 , 托 勒 密 给 出 了 7 的 佑 值 为 3.1416. 阿 基 
米 德 通 过 增加 内 接 多 刻 形 边 数 的 方法 ， 近乎 准 
确 地 得 出 7 的 值 介 于 35 号 357 之 间 . 中 国 古 代 
从 先秦 时 期 开始 , 一 直 是 取 “ 周 三 径 一 ”( 即 7 = 
3) 的 数值 来 进行 有 关 圆 的 计算 , 东汉 的 张衡 从 








研究 圆 与 它 的 外 切 正方 形 的 关系 着 手 得 到 
周 率 x = V10 = 3.1623. 

英国 数学 家 威廉 :向 克 斯 花 了 20 年 时 间 用 
手工 把 + 算 到 了 小 数 点 后 707 位 , 然而 不 幸 的 
是 , 其 中 第 528 位 起 算 错 了 , 但 这 一 错误 直至 
1948 年 才 被 美国 少年 W: 约翰 和 英国 数学 家 DD: 
FF 费 古 逊 发 现 , 他 们 发 表 了 7 的 808 位 的 小 数 
值 . 由 于 当时 没有 有 效 的 计算 机 ,可 想 而 知 这 
是 一 项 何等 单调 乏味 的 工作 . 

几 个 世纪 以 来 , 对 7 佑 值 的 竞赛 一 直 在 继 
续 . 这 里 似乎 没有 冬天 , 有 的 只 是 一 条 无 尽 的 
探索 之 路 ! zt 的 佑 值 的 位 数 在 不 断 地 增多 . 由 
G: 楚 得 诺 夫 斯 基 和 DD 楚 得 诺 夫 斯 基 达 到 的 5 
亿 3 千 万 位 似乎 是 一 个 纪录 , 但 没 保持 多 久 便 
被 金田 康正 打破 . 金田 康正 在 1989 年 8 月 把 7 
算 到 了 536870000 位 . 这 个 + 值 填 满 11 万 张 
计算 机 纸 , 并 在 日 本 最 快 的 超级 计算 机 上 用 了 
67 小 时 又 13 分 钟 . 也 许 有 一 天 , 计算 机 的 能 力 
和 容量 都 发 挥 歼 尽 , 那么 对 7 的 估 值 或 许 也 能 
就 此 休止 . 

为 什么 人 们 希望 把 7 的 值 算 到 小 数 点 后 百 
万 位 , 就 像 人 们 今天 用 超级 计算 机 所 做 的 那样 
呢 ? 又 为 什么 7 的 小 数值 有 如 此 的 魅力 呢 ? 

(1) 它 可 以 检验 超级 计算 机 的 硬件 和 软件 
的 性 能 . 

(2) 计算 的 方法 和 思路 可 以 引发 新 的 概念 

(3) 7 的 数字 展开 中 某 些 数字 出 现 的 频率 
会 比 另 一 些 高 吗 ? 或 许 它们 并 非 完 全 随意 ? 

第 二 部 分 ” 割 圆 术 一 一 极限 思想 显 光辉 

魏 晋 时 期 数学 家 刘 徽 在 批判 总 结 了 数学 史 
上 各 种 旧 的 计算 方法 之 后 , 创造 出 一 种 罗 新 的 
方法 一 ' 割 圆 术 ”, 也 即 用 圆 内 接 正 多 边 形 的 
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周 长 去 无 限 逼 近 圆 周 长 , 并 以 此 求 取 圆周 率 的 
方法 .他 从 圆 内 接 正六 边 形 开始 割 圆 ，“ 割 之 
弥 细 , 所 失 弥 少 , 割 之 又 割 , 以 至 不 可 制 , 则 与 
圆周 合体 , 而 无 所 失 矣 .” 越 是 把 圆周 分 割 得 
细 , 误差 就 越 少 , 其 内 接 正 多 边 形 的 周 长 就 越 
是 接近 圆周 . 如 此 不 断 地 分 割 下 去 , 一 直到 圆 
周 无 法 再 分 割 为 止 , 也 就 是 到 了 圆 内 接 正 多 边 
形 的 边 数 无 限 多 的 时 候 , 它 的 周 长 就 与 圆周 “ 合 
体 ” 而 完全 一 致 了 . 

按照 这 样 的 思路 , 刘 微 把 圆 内 接 正 多 边 形 
的 面积 一 直 算 到 了 正 3072 边 形 , 并 由 此 而 求 
得 了 圆周 率 为 3.14 和 3.1416 这 两 个 近似 数值 . 
这 个 结果 是 当时 世界 上 圆周 率 计 算 的 最 精确 
的 数据 . 刘 徽 以 极限 思想 为 指导 , 提出 用 ' 制 圆 
术 ” 来 求 圆 周 率 , 既 大 胆 创新 , 又 严密 论证 , 从 而 
为 圆周 率 的 计算 指出 了 一 条 科学 的 道路 . 到 了 
南北 朝 时 期 , 祖冲之 在 刘 徽 的 这 一 基础 上 继续 
努力 , 终于 求 得 了 圆周 率 为 3.1415926 < < 
3.1415927, 精确 到 了 小 数 点 以 后 的 第 七 位 . 

利用 Flash MX 中 的 绘图 函数 ， 可 以 模拟 
' 制 圆 术 ”实验 , 构造 不 断 变化 的 圆 内 接 正 多 边 
形 . 





第 三 部 分 “” 蒲 丰 投 针 一 偶然 之 中 蕴 必 然 
计算 7 的 最 为 稀奇 的 方法 之 一 , 要 数 18 世 
纪 法 国 的 博物 学 家 C: 蒲 丰 和 他 的 投 针 实验 :在 
一 个 平面 上 , 用 尺 画 一 组 相距 为 4 的 平行 线 ; 一 
根 长 度 为 1 的 针 , 扔 到 画 了 线 的 平面 上 ; 如 果 针 
与 线 相交 , 则 该 次 扔 出 被 认为 有 利 的 , 否则 是 不 


TATTOO rr rr rr 


(上 接 第 8-25 页 ) 
不 同色 , 只 有 m 一 1 种 颜色 供 选 涂 , 由 推广 3 知 
有 (m 一 2)” 十 (-1)"(m 一 2) 种 , 故 有 
Bn, = ml(m— 2)°+(-1)"(m— 2). 
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利 的 ， 薄 让 惊 奇 地 发 现 : 有 利 扔 出 与 不 和 殷 册 
的 次 数 之 比 是 一 个 包含 7 的 表示 式 , 即 有 利 殷 
出 的 概率 为 2 ( = 如 ). 在 公元 1901 年 , 意 大 
利 数 学 家 拉 弦 珊 尼 作 了 3408 次 投 外, 给 出 了 7 
的 值 为 3.1415929 一 -准确 到 小 数 后 6 位 , 但 也 
有 数学 家 对 此 结果 的 来 源 提出 疑 议 | 

利用 Flash MX 中 的 随机 函数 可 以 模拟 清 
丰 投 针 实验 , 随机 设置 短线 出 现 的 位 置 、 角 度 
从 而 产生 随机 投 针 的 效果 

第 四 部 分 ”数列 求 和 -相伴 相 随 到 无 限 

德国 数学 家 革 布 尼 效 证 明了 如 下 公式 

4 人 (一 二 + 下 二 





3 5 7 9 1 


| 
4 2 二 1 

一 个 无 限 数 列 的 和 居然 与 无 限 不 循环 的 T 
相等 , 真是 令 人 叹为观止. 这 个 公式 的 证 明 为 区 
值 的 计算 提供 了 一 个 较 好 的 方法 . 只 是 这 个 方 
法 到 后 来 随 n 增 大 而 提高 精确 度 的 速度 太 慢 ， 
导致 数学 家 男 寻 更 为 快捷 的 方法 . 

数列 求 和 模拟 实验 设计 思想 : 利用 
Flash MX 中 的 循环 函数 可 以 模拟 数列 求 和 实 
验 , 对 数列 {com 逐 项 求 和 . 

参考 文献 

DT. 帕 帕 斯 . 数学 趣闻 集锦 (上 、 下 ) [M]. 
张 远 南 、 张 禄 译 . 上 海 教育 出 版 社 . 1998.12(1). 

[2] 李 尚 志 等 ， 数 学 实验 [M]. 高 等 教育 出 
版 社 . 1999.9 (1). 
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注 :2003 年 新 课程 卷 高 考题 (理科 ): 某 城市 
在 中 心 广场 建造 一 个 花 团 , 花 转 分 为 6 个 部 分 
(如 图 8), 现 要 栽种 4 种 不 同 颜色 的 花 , 每 部 分 
栽种 1 种 上 且 相 邻 部 分 不 能 栽种 同样 颜色 的 花 ， 
则 不 同 的 栽种 方法 有 种 . 

此 题 是 推广 4 的 特例 : 

Bs = 4[(4 — 2)s + (—1)5(4 — 2)] = 120. 

参考 文献 

[1 数学 问题 与 解答 . 数学 教学 . 2004 年 第 
12 期 |. 
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香港 五 日 行 


张 页 宙 


7 月 6-8 日 , 我 应 邀 出 席 “ 香 港 数学 会 2005 
年 会 . 5 日 经 深圳 , 由 功 园 小 学 魏 彬 老师 陪同 
过 关 , 顺利 到 达 位 于 大 埔 的 香港 教育 学 院 . 此 
后 的 三 天 , 便 在 风光 族 旋 的 海滨 度 过 . 会 议 日 
程 紧 张 , 大 会 套 小 会 , 没有 旅游 .文艺 活动 . 

10 个 大 会 报告 是 这 次 会 议 的 主要 内 容 . 我 
觉得 安排 得 相当 丰富 、 有 效 . 

第 一 个 报告 是 英国 伦敦 大 学 的 M .布朗 教 
授 . 她 的 演讲 报告 了 “为 什么 英国 儿童 数学 成 
绩 较 差 原 因 分 析 ” 的 结果 . 报告 动用 了 国际 调 
查 的 各 种 数据 , 剖析 了 各 种 原因 ， 可 惜 , 她 的 
结论 是 原因 太 多 , 无 法 确定 哪 种 原因 是 最 主要 
的 . 相对 来 说 , 她 依然 认为 教学 风格 对 学 生 的 
影响 最 重要 . 

香港 大 学 英 雅 慈 博士 的 演讲 题目 是 “从 上 
海 的 三 堂 课 看 华人 如 何 学 数学 *. 她 认为 文化 
传统 是 影响 华人 学 习 数学 的 主要 因素 . 从 外 部 
看 , 香港 和 上 海 的 数学 教学 差不多 . 但 是 从 华 
人 内 部 的 角度 看 , 细节 的 差异 很 大 . 不 过 , 她 认 
为 上 海 和 香港 的 数学 教学 风格 各 有 特点 , 都 好 . 

香港 中 文大 学 黄 角 英 博士 的 演讲 , 涉及 近 
几 年 来 世界 各 国 的 数学 课程 改革 , 内 容 广泛 . 
他 列举 了 在 各 国 数学 课程 标准 中 出 现 的 特别 词 
汇 有 :“ 高 级 思维 “通用 技能 "价值 ` “现实 
生活 数学 "、“ 兴 趣 、 自信 和 态度 ”、“ 个 别 差异 ”、 
“信息 技术 ”. 这 一 简单 的 列举 , 描述 了 21 世 纪 
数学 课程 改革 的 一 种 时 尚 . 

香港 大 学 梁 贯 成 和 韩国 Hong 让 大 学 的 朴 
吴 美 (Kunmee Park) 两 位 名 家 合作 , 就 "东亚 
数学 教学 是 否 存在 着 特征 ?” 为 题 , 运用 TIMSS 
的 教学 录 象 资料 进行 分 析 . 他 们 的 结论 是 , 东 
亚 国 家 确实 有 一 些 共同 特征 : 例如 , 教师 在 课 
堂上 处 于 控制 地 位 , 而 学 生 仍 然 积极 学 习 ; 探 





索 数学 强调 变 式 等 . 他 们 对 变 式 数 学 给 予 很 高 
评价 . 

有 两 位 报告 人 来 自 台 湾 地 区 . 台湾 师 大 的 
著名 数学 史 教 授 洪 万 生 的 报告 , 涉及 到 如 何 加 
强 中 学 数学 教师 的 职业 发 展 的 问题 . 中 山大 学 
的 梁 淑 坤 教授 则 报告 了 如 何 运 用 网 络 培训 教 
师 的 经 验 . 这 种 培训 在 职 教师 的 经 验 值 得 我 们 
学 习 . 

中 国 数学 教育 界 的 老 朋友 J 贝克 目前 在 
台北 师范 学 院 , 他 和 黄 浴 美 教授 合作 进行 “ 开 
放 题 研究 ”". 他 在 会 上 报告 了 一 些 新 开发 的 数 
学 开放 题 . 

由 大 陆 去 美国 的 数学 教育 专家 化 金 法 和 马 
立 平 也 到 会 演讲 . 特 拉 华 大 学 教授 紫金 法 报告 
了 他 在 美国 进行 “有 效 数 学 教学 "研究 的 成 果 . 
这 是 我 特别 感 兴趣 的 . 不 过 , 他 的 研究 倾向 于 
从 一 般 教 育 的 角度 加 以 阐述 . 例如 , 如 何 制 定 
学 习 目 标 , 教师 如 何 发 挥 作用 等 等 . 我 则 觉得 
数学 教学 的 有 效 性 , 关键 在 对 于 数学 本 质 的 把 
握 、 揭示 与 体验 . 

马 立 平 博士 因 她 的 成 名 著作 (已 经 发 行 5 
万 册 ) 慢 声 海内 外 . 我 们 早 就 互相 知道 , 却 在 香 
港 才 第 一 次 见面 她 在 大 会 的 演讲 题目 是 “ 美 
国 小 学 数学 教学 内 容 体系 瓦解 三 步 曲 ”， 报告 
认为 , 通过 杜威 的 进步 教育 新 数学 运动 ， 以 
及 1980 年 代 的 改革 ,“ 算 术 ” 体 系 瓦解 , 知识 呈 
现 “ 股 状 化 ”, 这 使 得 美国 数学 教育 事倍功半 , 其 
至 劳 而 无 功 . 演讲 的 最 后 , 她 说 :“ 至 少 在 小 学 
教学 领域 , 美国 的 模式 未 必 合 理 , 望 国 内 和 国 
外 的 同行 三 思 ”. 我 们 彼此 的 感觉 是 “ 道 相同 ”. 
她 已 经 答应 我 , 将 她 这 篇 文章 (中 文稿 ) 在 大 陆 
发 表 . 
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646. 如 图 1 在 人 4BC 中 , LC = 424， 
CD 是 角 平 分 线 , 且 4D = DCO++ BO, 求 和 A、 
ZB、LC 的 大 小 . 


、\ 








解 : 延长 CB 到 ,连结 AEB, 使 和 BAB = 
LBAC, 连结 DE. D 为 人 EAC 的 内 心 , 从 而 
LAED = LCED. 

记 人 LBAC = LEAB = a, 则 ZACD = 
LBCD = 2a, LACE = 4a. 

延长 BC 到 了 ,使 CF = DC. 连结 DPR， 
则 ZCDF = LF = a= LBAD. 义 ED 为 公 
共 边 ,) “. 人 AEDSQ2AFED, AD = FD. 

由 已 知 , FD= DC+BC= CF+BC = 
FB, LFDB= AFBD. XALFDB=ACDF 
+ZBDC=a+ALDAC+ALACD= a+t+at+ 
2a = 4a. 

“ZFBD = 4a, 在 人 FDB 中 , LF 二 + 
LPFDB+ AFBD = a+t4at+t4a = 180°, 
Q = 20°. 

.“. LBAC = 20°, LABC = ALACB = 
80°. 


647. 若 实数 a 满足 a? 一 a5 十 a = 2, 求证 : 
3 <a< 2. 


证 : ** a(as — at +1) = 2 OD 
“, al(at — 1)2 + a = 2 ®@ 
由 多 知 a>>0, 且 a 关 1. 由 外 知 

pt lg @ 


[0 
由 已 知 可 得 al12 一 a8 十 at 二 2a3.……… @ 
多 十 @@ 可 得 


al2 > 1 a > 1 

又 f(z) = 2z3 二 二 在 [+co) 上 是 增 函数 
ja > f(1)=4, 即 a +1>4,a> 3. 

另 一 方面 , 2 一 a9 十 a-as>2a 一 a= 


综 上 所 述 ，Y3 < a < V2. 

648. 设 pi1、p2 < Z1, pi1 < pz, 若 存 在 a、 
b & 2+, 使 得 pi 二 ?十 1, pz 二 如一 1, 则 对 
neZt, 当 pn+ri 和 p2n+r2 (ri、 7r2 € 2Z1, 
71 < pl, 72 < p2) 均 为 平方 数 且 p271 > pi72 
时 , 数 (pi 十 p2)n 十 (71 十 72 十 p271 一 P172) 必 
非 质数 . 

证 : 由 条 件 , 存在 正 整数 k、m(k > 1,m > 


1), 使 得 pin 十 71 三 局 , 且 p2n 十 72 二 m2, 故 
kor m2—r, 
用 R=— 二 一 一 
p1 p2 
es /ed he @ 
D1 十 D2 
于 是 有 (pi 十 pz)m 十 (ri 十 7a 十 p271 一 
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P172) = 12 十 7n2 十 Dao7l 一 pir2, 再 由 @ 还 
可 得 p2(k? 一 71) = pi(m? 一 72), 即 

Do7l 一 D172 = pok? 一 DT17T22 ©@ 

再 由 pi 二 十 1, pz 三 刀 一 1 可 得 

(Pi 十 Pp2)n 二 (71 十 72 十 p271 一 p172) 

= 2 + m2 + pak? — pim? 

= (p2 + DE? — (pi — 1)m? 

= 5212 — a2m? 

= (bk + am) (bk — om) eee ® 

另 一 方面 , k? > pi = o2 十 1， 

(a—m)?+k? > a2 十 1 

702 十 有 2 > 2a7m 十 1. 

而 由 @ 及 p271>pir2, 又 有 p2k?>pim?， 
即 (B> 一 1)k? > (@? + 1)m? 

于 是 有 2 一 a2m? > 702 十 K2 > 2am+1, 
故 刀 12 > (am 十 1)2， bk > am+l. 

因此 , 由 @ 便 知 (pi 十 p2)n 十 (71 十 72 十 
p271 一 p172) 为 合 数 . 

649. 非 负 2 0、c、 d 满 足 o Tt 十 


c2 
二 全 :下 

求证 : Te 
dad 


一 一 过 |. 

1 十 apc 
证 : 应 用 三 元 、 四 元 均值 不 等 式 ， 得 
a + abcd < at+a. a(b + +d3) 


TR 1+cda 





1 1 
=a+ al -0)= 3541.1.1.4—a0) 


1 
< =-(14+14+14+at—at)=1, 














同 理 5 十 abcad 和 1, c+abcd < 1 d 十 
abcd<1 
于 是 当 abcd 关 0 时 ， 
a2 b2 C2 d2 
Tr 1 十 dab 1+abc 
a3 03 C3 a3 
ed 


>a3 十 归 十 c 十 ad 一 1 
当 aw、b、c、d 中 有 零 , 例如 a = 0 时 , 也 
全 人 a? 


a b C 


人 
2 十 c2 十 虹 > 妇 十 c 十 dd 一 1 


,Tn 是 正 实数 , 则 
(1) 当 VZ172 Tn 之 n 一 1 时 ， Tt 


1 十 abc 一 


650. 设 zl， bp 
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1 时 1 Sw Nn . 
1 十 7Zo 1 十 Z ”1 十 VC Tn 
(2) 当 LT1Z2 XI <n 一 1 时 ， i 
1 
本 Si; 


正 : (1) 令 WTIT2 zn 二 入 则 和 之 n 一 
1. 不 等 式 (等 从 于 
= (1 十 


1 十 人 0 和 训 (1 十 zi-1)(1 十 


Ts 





ee te 
Xn) 0. 
用 》 X17T2*… zi 表示 XY1， 2 ) zn 中 i 
个 的 积 共 C5 个 之 和 , 则 
pi1= [d+ 和 AR-on+[l+ 和 Nn 1) -nz 
二 [(1 二 入)(n 2)—n] 2 ziz2 十 …: 
+[(1 二 + 和 (Nei) on 2172 Ti 二 + 


十 [(1 十 入 ) 一 由 > 2Z172 2p 1 


= {SND -Ea 
如 

由 均值 不 等 式 有 

>», TI1To 0 

> Ch | (caz tn) oi 5 
= 0% (x1x2: ee OD 
hy A 

之 


1 一 0 2 一 0 
si nx Re 
= (4 A EAN! nN" = 
故 (1) 成 立 . 


(2) 令 WwWT172 Tn = AN, zi = Mil(l < 


< n), 0 全) 为 正 数 , 且 Viy2:… yn 
二 1. (1) 变 

WA 
当 和 > n -时 三 > 下 和 
特别 地 , 当 入 = n 一 1 时 , 有 
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n 1 A 
因此 ， oeacn i D> 及 - 
饼 1 十 全 — 1)vy: > 1 即 (2) 成 并 B D C N 
2005 年 第 8 期 问题 ns 
A (浙江 半 飞 供 题 ) 


651. 如 图 2, 西 四 边 形 4BCD 中 , 边 4B 
DC 的 延长 线 交 于 点 忆 , 边 BC、AD 的 延长 线 
交 于 点 了 , 若 4C 上 BD, 求证 人 EGC = 


ALFPGC. 
A 


图 2 
(安徽 ” 储 令 标 ” 陶 家 宏 供 题 ) 
652. 如 图 3, 在 人 4BC 中，AD 为 BCO 边 
上 的 中 线 ,BEB、CF 分 别 为 4C、AB 上 的 高 ， 
设 BE、CF 交 于 M，BC、EF 交 于 NN, 求证 : 
MN 1 AD. 


和 TAT 
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a ee 

图 3 

(1) 分 析 图 3, 求 出 乙 公 司 第 年 市 场 占 有 
率 的 表达 式 ; 

(2) 根 据 甲乙 两 网 络 公司 所 在 地 的 市 场 规 

律 , 如 果 某 公司 的 市 场 占有 率 不 足 另 一 个 公司 

市 场 占 有 率 的 20%, 则 该 公司 将 被 另 一 个 兼并 ， 

经 计算 , 2015 年 之 前 , 不 会 出 现 兼并 局 面 , 试问 
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653. 已 知 数列 {zw} 满足 7z1 = 1, zi41 一 
Ti 二 VB 二 Bi (i 二 1, 2,…), 求 数列 {zn} 
的 通 项 公式 . 

(江苏 ” 李 广 修 供 题 ) 

654. 设 Xz、y、zERt, 目 X 十 y+Z 二 . 

当 k<1 时 , 求 
1 1 1 
"(天 -全 (而 -全 (到 

的 最 小 值 . 


二 


(四 川 ”“ 薪 明 斌 供 题 ) 
655. 设 w、D、c、q 量 内 为 正 实数 “i 
CQ 


全 


tt 
等 号 当 且 仪 当 a = b= 二 c= d 时 成 立 .. 
(安徽 ” 郭 要 红 供 题 ) 
责任 编辑 李 大 元 汪 纯 中 ) 





(本 栏 


和 TT 


2015 年 是 否 会 出 现 兼 并 局 面 ? 并 说 明理 由 . 
【解析 】 ee 


1 
+ 14= on-1 A. 
(2) 依 题 意 , 2015 年 为 第 20 年 , 则 
Q20 而 人 0 0 十 0) 5 > 104, 
b20 一 (2- 击 )4<24 
bz0 2 


一 一 20%, b20 < Q020 20%. 


015 年 出现 乙 公司 被 甲 公司 兼并 的 
局 面 . 

点 评 : 本 题 具 有 浓厚 的 时 代 气 息 , 渗透 实 
际 问 题 的 统计 功能 , 通过 数 表 的 分 析 及 信息 的 
处 理 , 转化 为 数字 问题 加 以 解决 , 体现 “ 数 形 结 
合 ” 的 解 题 功 能 . 


编 后 漫笔 


知己 知 彼 , 百 战 百胜 


一 祝 《 华 人 如 何 学 习 数 学 》 中 文 版 问世 
张 英 宙 ” 赵 小 平 


各 位 读者 在 拿 到 本 期 杂志 时 , 在 上 海 举行 
的 第 三 届 东 亚 数学 教育 会 议 上 , 江苏 教育 出 版 
社 推出 了 《华人 如 何 学 习 数学 》 一 书 的 中 文 版 . 
这 是 华人 数学 教育 界 的 一 件 要 事 , 也 是 一 座 重 
要 的 学 术 里 程 碑 . 

近 百 年 来 , 我 们 的 数学 教育 理论 和 实践 总 
是 单 向 地 从 国外 输入 . 华人 地 区 学 者 主要 在 数 
学 教育 ”的 国际 超市 里 挑选 各 种 产品 , 当 作 绝对 
真理 拿 来 应 用 . 至 于 中 国 和 海外 华人 地 区 自己 
的 数学 教育 , 尽管 经 验 不 少 , 却 很 少 认真 去 总 
结 . 连 自己 的 长 处 在 哪里 都 不 知道 , 退 论 向 外 
输出 ? 故 在 数学 教育 上 , 我 们 一 直 是 “入 超 ”. 

1990 年 代 开始 , 华人 的 数学 学 习 引 起 了 世 
人 的 关注 . 国际 数学 教育 测试 (IAEP, TIMSS， 
PISA) 一 再 证 明了 华人 地 区 学 生 的 数学 成 绩 十 
分 优秀 . 但 是 另 一 方面 , 华人 的 数学 学 习 给 人 
的 印象 是 停留 在 记忆 、 模仿、 练习 考试 等 缺乏 
主动 性 的 学 习 层 面 . 在 数学 教育 研究 领域 内 ， 
也 很 少 听 到 华人 的 声音 ， 这 就 是 本 书 中 常常 
提 到 的 “中 国学 习 者 悖 论 ”. 西方 的 学 者 率先 对 
这 一 悖 论 进行 探究 , 一 系列 的 著作 随 之 诞生 . 
1996 年 , 时 任 香 港大 学 教授 的 澳大利亚 心理 学 
家 沃 特 金 斯 和 别 格 出 版 了 《华人 学 习 者 :文化 在 


心理 和 传承 上 的 影响 》(Watkins D. & Bigg J. 
(1996): The Chinese learner: Culture psy- 
chological and contextual influences. Hong 
Kong: CERC & ACER..), 对 “中 国学 习 者 ”给 
子 正 面 评价 . 人 们 自然 要 想 , 虽然 外 部 的 观察 
会 比较 客观 和 清醒 , 但 内 部 的 审视 一 定 会 更 真 
切 、 更 深刻 . 于 是 , 在 21 世 纪 之 交 , 华人 数学 教 
育 学 者 行动 起 来 了 , 其 中 包括 一 批 接受 西方 科 
学 训练 的 年 轻 学 者 . 他 们 为 寻求 这 一 那 论 的 管 
案 , 以 极 大 热情 进行 多 方位 的 探索 . 以 圈 内 人 
的 视角 , 回答 了 “华人 怎样 学 习 数学 ”的 问题 . 

本 书 的 英文 版 在 2004 年 底 出 版 , 反响 热烈 . 
著名 数学 教育 专家 A 毕 晓 普 发 表 了 长 篇 书评 
(中 译文 见 《数学 教育 学 报 》2005 年 第 二 期 ). 短 
短 数 月 , 已 经 着 手 第 二 次 印刷 . 中 文 版 的 迅速 
推出 , 反映 出 国内 学 者 对 此 的 关注 . 

知己 知 彼 , 百 战 百 胜 . 近年 来 数学 教育 改 
革 的 一 个 缺点 就 是 对 自己 了 解 不 够 . 我 们 希望 
中 文 版 的 问世 能 对 于 克服 这 一 缺点 有 所 帮助 . 

另外 , 慌 怕 不 仅 是 数学 教育 要 这 样 做 , 我 
们 整个 教育 界 (从 领导 、 学 者 到 第 一 线 的 教育 
实践 者 ) 是 否 也 要 多 多 认识 自己 呢 7 “ 言 必 称 
外 国 ” 的 现象 还 是 很 严重 的 啊 ! 


东 师 范 大 学 


~ “2, 主办 单位 华 ; 
数学 教学 出 版 《数学 教学 ) 编辑 部 
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